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“Una mirada matematica de las cosas es
siempre posible y que, como en una novela 0 una cancion,
pueda aparecer la emaocion, el misterio y la belleza”

Se puede pensar que es redundante mencionar la Resolucion de
Problemas (RdP’s) cuando se habla de hacer matematicas. El proceso
de creacion matematica es un proceso basado en la resolucién de
problemas. Puede ser que este término sea muy fuerte pero sea
creacion o descubrimiento, la RdP’s es el proceso natural asociado.
¢ Quién duda que la Matematica ha avanzado a través de la historia a
partir del planteamiento y abordaje de problemas? En este trabajo a
partir de lo que denomino Joyitas Matematicas podemos conseguir que
el/la estudiante mejore sus actitudes y concepciones utilizando la RdP’s
como vehiculo del aprendizaje matematico

Resumen

You may think it is redundantly to mention Problem Solving when talking
about doing mathematics. The process of mathematical creation is a
process based on problem solving. It may be that this term is very strong
but is creation or discovery, Problem Solving is the associated natural
Abstract process. Who doubts that mathematics has advanced through history
from the approach and addressing problems? In this work, from what |
call “Joyitas Matematicas” we can get him / the student to improve their
attitudes and conceptions as using Problem Solving vehicle's
mathematical learning

Vocé pode pensar que € redundante falar de Resolucdo de Problemas
(RdP’s) quando se fala em fazer matematica. O processo de criacdo
matematica € um processo baseado na resolucdo de problemas. Pode
ser que este termo € muito forte, mas é a criacdo ou descoberta, da
RdP’s é o processo natural associado. Quem duvida que a matematica

Resumo tem avancado ao longo da histéria da abordagem e resolucdo de
problemas? Neste trabalho, a partir do que eu chamo de “Joyitas
Mateméticas “que pode leva-lo / a aluno a melhorar suas atitudes e
concepgbes como a utilizagdo de aprendizagem matematica do veiculo
de RdP’s.
1. La Resolucion de Problemas (RdP’s) como vehiculo del aprendizaje
matematico

1.1 . Introduccion

Se puede pensar que es redundante mencionar la Resolucién de Problemas
(RdP’s) cuando se habla de hacer matematicas. El proceso de creacion matematica
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es un proceso basado en la resolucion de problemas. Puede ser que este término
fuese muy fuerte pero sea creaciéon o descubrimiento, la RdP’s es el proceso
natural asociado. ¢Quién duda que la Matematica ha avanzado a través de la
historia a partir del planteamiento y abordaje de p  roblemas? Estos dos procesos
que podemos resumir como resolucion de problemas, han impulsado su enorme
crecimiento y, lo que es mas importante, caracterizan la labor del matematico como
tal. Este puede ser un motivo mas que suficiente para que la RdP’s esté presente
en la ensefianza. Y no debe estar de forma anecddtica, sino como caracterizadora
del proceso de formaciéon matematica de los alumnos. Habra ejercicios, en patrticular,
y otras estrategias metodoldgicas, pero, en general, deberan provenir del
planteamiento y enfrentamiento a problemas: sera su resolucién lo que motive la
dedicacion a otras tareas, incluyendo en éstas la presentacion de conceptos. Ahora
bien, para llevar esto a cabo, el profesor necesita ser consciente de lo que conlleva
hacer RdP’s en el aula; en particular, ha de tener claro para qué lo hace (que puede
conseguir, cual es su finalidad) y en algunos elementos propios del proceso (fases y
hallazgos) que puedes ayudar a los alumnos a progresar como resolutores.

1.2. Finalidad

La respuesta a la cuestion de la finalidad de la RdP’s es aludir a las
recomendaciones de los disefios curriculares. Es una respuesta administrativa que
todo matematico debe tener en cuenta y ponerlo en practica desde la éptica de la
Educacion Matematica. Desde el punto de vista de las actitudes y concepciones el
papel de la RdP s como vehiculo del aprendizaje matematico, entre otras, hay que
destacar que:

en niveles sucesivos. En este proceso los alumnos crean su conocimiento
matematico, pero ademas, en ocasiones, llegan a obtener resultados que no
suelen aparecer en los manuales.

a) Proporciona una vision integral e integrada de la Matemética.
Los nucleos tematicos no son compartimentos estancos.
b) Facilita la introduccion significativa de nuevos conceptos.

c) No debe emplearse la RdP’s exclusivamente a la hora de aplicar los
conocimientos Desarrolla una actitud abierta.

No se puede pretender desarrollar una actitud abierta si las tareas matematicas
propuestas por el profesor se caracterizan por tener una unica forma de
abordarse, una Unica solucién y una Unica manera de entender el enunciado.

d) Establece diferentes etapas de dinamizacién en la evolucién del conocimiento.

Algunos problemas ponen de manifiesto que diferentes procedimientos pueden
conducir a solucionar la misma situacion, incluso pudiendo plantearse el mismo
problema previamente adquiridos, sino como vehiculo introductorio.

e) Pone de relieve los procesos inductivos y deductivos de forma rigurosa.

Los alumnos deben ser capaces de llevar a cabo procesos inductivos y
deductivos segun convengan. Importante, y por qué no riguroso, es que los
alumnos entiendan qué significan rigor y cobmo puede aplicarse.

f) Muestra la utilidad de la Matematica en la vida.

g) “Desea’” que el alumno no establezca el centro educativo como un mundo
paralelo al real.
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h) Desarrolla estrategias para cualquier ciudadano

Las estrategias de descubrimiento empleadas en los problemas matematicos
son extensibles a los problemas de la vida real, por lo que los alumnos se
convierten en individuos mas competentes y capaces de enfrenarse a
situaciones nuevas.

Los apartados anteriores conforman lo que serian las caracteristicas deseables
para la reflexion en cualquier alumno aunque existen mas.

Por ultimo, una caracteristica que debe estar presente en toda persona:
i) Favorece la capacidad reflexiva del alumno

No s6lo es importante que los alumnos se enfrenten a problemas, sino que sean
capaces de discutir sus propios procesos de resolucion.

1.3. Fases en la RdP’s

Sobre las diferentes fases de la RdP’s mucho se ha escrito; no obstante de
manera general se entiende que cualquier resolutor puede viajar por momentos en
los que trata de comprender el enunciado, otros en los que intenta elaborar un plan,
gue a continuacion ejecuta, y por otros momentos en los que revisa lo que ha hecho
o trata de extender o generalizar el problema. Es de todos conocido el modelo
descriptivo de Polya cuando en 1945 establece las necesidades para aprender a
resolver problemas. El principal fin del citado autor es el de ayudar a que el alumno
adquiera la mayor experiencia en la tarea de la RdP’s, por lo que el ensefiante debe
ser el guia que en todo momento dejard asumir al alumno la parte de
responsabilidad que le corresponde. Polya considerado el padre de la Heuristica
matematica, establecio las cuatro fases en la RdP’s:

a) Comprensién : ¢Cudl es la incognita? ¢ Cuales son los datos?

b) Planificacion : ¢(Se ha hallado un problema semejante? ¢Existe alguno
relacionado con éste?¢Se puede enunciar de otra forma? ¢Se han utilizado
todos los recursos?

c) Ejecucion : ¢Hay correccion en los pasos iniciados?

d) Verificacion : examinar la solucion obtenida y verificar el razonamiento y
resultado cuando sea posible

Son muchas las etiguetas que se han colocado a las fases, hoy dia existe
cierto consenso en que, bajo una denominacion u otra, son las anteriormente
citadas. En cuanto a los hallazgos o heuristicos, Schoenfeld (1980) considera que
“...un hallazgo es una insinuacién o sugerencia general o estrategia, independiente
de cualquier tépico particular o materia de estudio, que ayuda al resolutor a
aproximarse y comprender un problema y ordenar eficientemente sus recursos para
resolverlo...” Con esta definicion Carrillo (2001) propone la siguiente lista de
heuristicos, clasificados en funcidn de las diferentes fases por las que transita un
resolutor cuando se enfrenta a un problema.

1.3.1. Hallazgos para la fase de comprension

e Imaginar mentalmente la situacion. Releer el enunciado. Seleccionar el material
adecuado. Disponer de un modelo manipulativo. Utilizar algan tipo de esquema
gréafico (dibujar un diagrama).
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e Ejemplificar
e Expresar en otros términos
e Formular con otras palabras la situacion descrita en el enunciado.
e Introducir notacién adecuada.
1.3.2. Hallazgos para la fase de planificacion y e  xploracién
e Simplificar
e Estimar
e Buscar regularidades con intencion de generalizar
e Tantear aleatoria o0 sistematicamente
e Considerar problemas equivalentes
e Buscar contraejemplos
e Asumir la solucion.
 Planificar de forma jerarquica la solucion
e Descomponer el problema
e Explorar problemas similares
e Conjeturar.
1.3.3. Hallazgos para la fase de ejecucién
e Registrar todos los calculos
e Resaltar los logros intermedios
e Actuar con orden y precision
e Explicar el estado de la ejecucion
1.3.4. Hallazgos para la fase de verificacion
e Analizar la consistencia de la solucion
e Expresar de otra forma la solucion
e Analizar si se puede llegar al resultado de otra manera.

e Analizar la consistencia del proceso.
Describir esquematicamente el trabajo. Analizar la correccion de cada paso.
Evaluar la conveniencia de cada estrategia.

e Generalizar.

A modo de resumen: para resolver bien los problemas se debe poseer un
conocimiento profundo de la materia, dominar una serie de estrategias y ser capaz
de regular el proceso de resolucion en cuanto a la aplicacion de sus conocimientos y
estrategias.

Se insiste mucho en que los estudiantes hagan, lo que es muy importante,
pero no debe olvidarse la necesidad y la conveniencia de que también reflexionen
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sobre lo que hacen. Si pretendemos mejorar la capacidad de nuestros alumnos ante
la resolucion de problemas, hemos de propiciar las ocasiones en las que reflexione
sobre su proceder.

1.4. Dominios inexplorados

La actividad matematica se encuentra en el corazon de toda ensefianza de las
ciencias, en general, y en la de las matematicas, en particular. Es a la vez un
instrumento de motivacién de los alumnos, un medio de contextualizar los conceptos
estudiados y de hacer la conexion con otras materias escolares, y concebida por
diferentes estatus: ensefiantes, pedagogos, autores de manuales escolares e
investigadores en didactica de las matematicas. Se dirige a un publico variado y
puede ser entendida de varias formas.

Con este trabajo quiero poner de manifiesto como en la vida diaria podemos
encontrar bellos ejemplos de reflexibn para que el matematico pueda realizar
cualquier trabajo susceptible de ser modelado.

Se propone como actividades de clase aquellas que sean verdaderos
problemas o situacion problematica. Una situacion problematica atractiva para el
alumno puede ser mas valiosa que una docena de ejercicios formales o problemas
rutinarios. Los referentes que expondremos serviran para la motivacion para el
alumno y la funcionalidad y utilidad del contenido matematico. Hay muchos dominios
matematicos casi inexplorados en la Ensefianza Primaria y/o Secundaria que,
organizados de una manera original y creativa, permitirian el disefio de actividades
del aula enriquecedoras. Por ejemplo, estaria bien explorar y trabajar en:

» Teoria de Grafos y Optimizacion
» Teoria del Caos

* Topologia

» Tratamiento de la Informacion

» Teoria de codigos y criptografia
* Modelos mateméticos

* Fractales, etc.

Muchos de estos dominios pueden ser planificados de manera que puedan
transformarse en potentes generadores de importantes competencias, no soélo
matematicas, sino de caracter transversal.

En este sentido me permito hacer referencia al Proyecto Klein. La Union
Matematica Internacional, entre otras actividades de publica notoriedad, organiza
cada cuatro afios el Congreso Internacional de Matematicos y la Comision
Internacional para la Ensefianza de las Matematicas (ICMI) es el 6rgano de IMU
encargado de los temas relacionados con la ensefianza de las matematicas en los
distintos niveles educativos. Su primer presidente y fundador fue el eminente
matematico aleman Félix Klein (1849-1925). ICMI organiza cada cuatro afios un
congreso internacional de educacion matematica (ICME), como el celebrado en
Sevilla en 1996. En Espafia, por ejemplo, la representacion ante ICMI se estructura
a través de una subcomision del CEMAT, siguiendo el modelo IMU/ICMI.

Hace 102 afios, en 1908, el catedratico de la Universidad de Géttingen, el
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Profesor, Félix Klein, publicaba una obra magistral, titulada Matematica elemental
desde un punto de vista superior, con la declarada intencién de contribuir a la mejora
de la ensefianza de las matematicas en Alemania, mostrando la repercusion, en la
consideracion de los objetos matematicos de la ensefianza no universitaria, de los
avances de esta disciplina a lo largo del siglo XIX.

La obra de Klein marco, en muchos sentidos, un hito. Se pueden mencionar las
multiples traducciones (la mas antigua en castellano que conocemos, la emprendida
por el precursor del CSIC en 1927, que se encuentra en vias de digitalizacion en
este momento) y ediciones de la misma —dos recientes: en castellano, la de la
editorial Nivola, en el afio 2006, o la de la popular editorial Dover, en 2004, en inglés.
Pero, sobre todo, constituye una de esas raras ocasiones en las que un investigador
de primera fila escribe una obra especificamente dirigida a facilitar a los profesores
de secundaria una vision estimulante y viva sobre el contenido del curriculo.

Feélix Klein trataba de remedar, en su obra, la falta de conexion —«...desde
principios del siglo XIX...»— entre la ensefianza de las matematicas no universitarias
y los resultados de la investigacion. Pero han pasado mas de cien afios desde
entonces y a lo largo del siglo XX las matematicas han soportado una crisis de
fundamentos, se han abierto, con el advenimiento de los computadores, a nuevos
ambitos de actividad, han logrado resolver problemas centenarios... Distintas ramas
de las matematicas, como la Estadistica y la Investigacion Operativa, han surgido (y
otras han desaparecido en la practica) en este periodo, asi como nuevos e
inimaginables —hace cien afios— ambitos de aplicacion...

El Proyecto Klein es una iniciativa conjunta de IMU/ICMI para desarrollar una
version actualizada (en la forma y en el fondo) del hito que supuso la publicacién, en
1908, del libro citado anteriormente.

Se trata de producir, a lo largo de cuatro afios, una serie de materiales de
diversa naturaleza (libros; recursos de Internet: wikis, foros, portales; audiovisuales,
etc.), para profesores de secundaria, que ayuden a trasmitir la amplitud y vitalidad
que la investigacion matematica ha alcanzado a lo largo del siglo XX, conectandola
con el curriculo de la ensefianza secundaria. Se persigue, en definitiva, acercar al
curriculo escolar los multiples —y en muchos casos, insospechados— ambitos de
presencia de las matematicas en la sociedad actual, alcanzados gracias a la
investigacion desarrollada durante los ultimos cien afios y que, por tanto, no
pudieron ser reflejados en la obra original de Klein. ElI acuerdo de IMU/ICMI
contempla la ediciobn de los distintos materiales en aleman, chino mandarian,
espafiol, francés e inglés, al menos.

El caracter universal (destinado a todos los profesores de secundaria del
mundo) y enciclopédico (abarcando todas las ramas de la matematica) del objetivo
marcado para el proyecto Klein exigira recabar mudultiples colaboraciones vy
patrocinios y, también, lograr la implicacion de investigadores y docentes de diversas
especialidades y niveles educativos. Entre otras acciones esta prevista la
organizacion de una serie de “Conferencias Klein” para facilitar la difusion del
proyecto y la participacion en el mismo de distintos colectivos.

Tras la aprobacion del proyecto por los comités ejecutivos de ICMI e IMU en
marzo y abril de 2004, respectivamente, se ha procedido a constituir La Comision
Klein. Es una comisién que ha de disefiar y llevar a término, en los préximos cuatro
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afos, dicho proyecto, formada por ocho personas, cuatro propuestas por el comité
ejecutivo ICMI, cuatro por el comité ejecutivo IMU, con un coordinador —W. Barton,
del Departamento de Matematicas de la Universidad de Auckland, Nueva Zelanda—
consensuado por ambas partes. La Comision Klein esta constituida en la actualidad
por los profesores:

- Michéle Artigue, Universidad de Paris VII, Francia

- Ferdinando Arzarello, University de Turin, Italia

- Graeme Cohen, Universidad Tecnologica, Sydney, Australia
- William McCallum, Universidad de Arizona, USA

- Tomas Recio, Universidad de Cantabria, Espafia

- Christiane Rousseau, Universidad de Montreal, Canada

- Hans-Georg Weigand, Universidad de Wurzburg, Alemania

Se estima que la comision mantendra un par de reuniones anuales, y que
organizara dos o tres conferencias para recabar ideas y/o difundir la marcha de sus
trabajos. Ademas la comision distribuird sus miembros en algunas subcomisiones
creadas para atender diversos aspectos concretos (creacion de una serie de DVD’s,
desarrollo de una wiki, etc.) del trabajo. Dichas subcomisiones deberan, establecer
un calendario de reuniones. La primera reunion tuvo lugar en Madeira, en Octubre
de 2009 y el Centro Internacional de Encuentros Matematicos de Castro Urdiales
(Santander-Espafia) organizé la segunda el 2 y 3 de junio de 2010, con el objetivo
de que la comunidad matematica espafiola se involucre en el proyecto y haga
sugerencias explicitas que ayuden al equipo a responder las preguntas que se
plantea, tales como "¢ Cuales son los desarrollos matematicos del Siglo XX que los
profesores de secundaria deberian conocer, y como se les pueden hacer
accesibles?".

La Comision aprobd la realizacién de un libro de cerca de 300 paginas, con el
objetivo de inspirar a los profesores de secundaria en la tarea de acercar a sus
estudiantes a un panorama mas completo sobre el creciente y complejo papel de las
matematicas en el mundo de hoy. Ese libro estaria acompafiado por diversos
recursos audiovisuales y web.La duracion estimada del proyecto es de cuatro afios.

El libro no pretende ser enciclopédico ni la ultima palabra en cada campo, pero
con independencia de la estructura que finalmente se adopte en cada uno de sus
capitulos, el texto tratara de enfatizar las conexiones entre las diversas ramas de las
matematicas y ciertos temas genéricos (como el impacto de los ordenadores). No
habra un capitulo dedicado especificamente a la didactica de las matematicas, pero
su presencia se hara notar implicitamente en muchas ocasiones.

La Comision Klein quiere recabar la participacion activa de todos aquellos que
trabajan alrededor de las matematicas, ya sean investigadores o docentes, en este
proyecto que acaba de comenzar. Ademas de estar abierta a la recepcion de
comentarios por escrito, la Comision planea organizar diversas "Conferencias Klein"
en diversos lugares del mundo, donde espera recabar sugerencias y percibir la
reaccion de los asistentes a las mismas sobre los materiales, en fase de desarrollo y
consulta, que presente. La redaccion final del libro correrd a cargo de autores
invitados, de probada capacidad narrativa y divulgadora. En este contexto, la
Comisién quiere invitar ahora a enviar comentarios sobre la siguiente eleccion de
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titulos para los capitulos del libro:

* Introduccién

» Capitulos teméticos
- Aritmética
- Logica
- Algebra y Estructuras
- Geometria
- Funciones y Analisis
- Matematica Discreta y Algoritmica
- Matematicas de la Computaciéon
- Probabilidad y Estadistica

» Capitulos miscelaneos
- Interdisciplinariedad (esto es, conexiones internas)
- Las matematicas como disciplina viva en la ciencia y la sociedad
- ¢,COmo trabajan los matematicos?

2. Modelizacion Matematica

En la presentacion ulterior de varios ejemplos para diferentes niveles de
ensefianza, cada uno de ellos ilustrativo de los diferentes niveles de complejidad que
pueden aparecer en el proceso de matematizacion, se puede hacer de forma
explicita el marco tedrico que fundamenta globalmente cada uno de los pasos
dados, los enfoques adoptados o los resultados obtenidos.

Modelar matematicamente significa que con el desarrollo de los ejemplos se
pone también de manifiesto las conexiones entre la resoluciéon de problemas vy el
proceso de creacion y descubrimiento en matematicas; en definitiva, conseguir el
descubrimiento o la creacion de modelos y teorias, es uno de los objetivos.

En cuanto al papel que asume el alumno o alumna en el proceso, es similar al
que vive un matematico en el desarrollo de una investigacion, sélo hay una
diferencia: el nivel de los conocimientos con los que se trabaja (los casos que se van
a estudiar pueden corresponder a diferentes niveles de ensefianza: Secundaria,
ESO, Bachillerato e incluso Universidad).

Soy consciente de la dificultad que entrafa tratar este tema en determinados
niveles de ensefianza pero me gustaria formular y fundamentar algunas ideas para
justificar el concepto de modelizacion:

e ¢Qué aspectos del proceso de creacion y/o descubrimiento en Matematicas
debemos focalizar para que al ser llevados al aula podamos conseguir los
objetivos didacticos que nos hayamos planteado?

¢ Podemos en Secundaria o Bachillerato, con el alumnado de estas edades, vivir
el proceso utilizando como marco teorico algunas ideas sobre el mismo junto con
los modelos de RP?

Por otra parte, a la hora de plantearnos llevar el tema al aula, debemos hacer
explicitos los objetivos didacticos que nos vamos a plantear. En nuestro caso son los
siguientes:
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e Profundizar en los métodos propios de investigacion en matematicas: la
particularizacién, la busqueda de leyes generales, la construccién de modelos, la
generalizacion, el uso de analogias, conjeturas y demostraciones.

e Utilizar modelos matematicos para la mate matizacion de la realidad y la
resolucion de problemas, experimentando su validez y utilidad, criticando sus
limitaciones, mejorandolos y comunicando sus resultados y conclusiones.

e Practicar la resolucion de problemas como la actividad mas genuina en cualquier
campo especifico de las matematicas.

e Acercar a los alumnos y alumnas a los conocimientos matematicos priorizando el
planteamiento y resolucion de retos, la busqueda de modelos explicativos, la
indagacion y el descubrimiento.

e Propiciar que los alumnos/as vean el verdadero rostro de las matematicas,
asumiendo en muchos momentos el papel de matematico investigador.

e Preparar a nuestros estudiantes para la invencién, incrementando el gusto por
ella y regando sus gérmenes inventivos.

e Aumentar la cultura matematica de nuestros alumnos y alumnas, desechando
creencias erroneas sobre la naturaleza del conocimiento y quehacer matematico
y sus resultados.

Estos planteamientos didacticos deben ir acompafiados de una reflexion
personal sobre las principales ideas que pueden ayudar a situarnos en cada
momento o0 a explicarnos, de manera coherente, el tipo de situaciones que estan
pasando o que nos vamos encontrando.

Conviene recordar los distintos niveles de resultados, que podemos obtener en
el tratamiento de la informacion a lo largo del proceso:

Datos _{/\ Q/

\'(A Patron -’-/\Q/
\‘/ \' Modelos -(/\ Q/

N\ Teoria

4

N

Figura 1. Tratamiento de la informacion
Si nos centramos en la construccidon de modelos, nuestro marco de referencia

sitla esta tarea dentro del proceso de matematizacion de la realidad, caracterizado
también por la puesta en practica de estrategias de pensamiento Utiles en cada fase.
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3. Joyitas matematicas
3.1. Joyita 1. En la RdP’s de Geometria: Problema d e Dobdgoko

La Geometria, ademas de un conjunto de definiciones y férmulas para el
calculo de superficies y volumenes, consiste, sobre todo, en describir y analizar
propiedades y relaciones, y en clasificar y razonar sobre formas y estructuras
geométricas. El aprendizaje de la geometria debe ofrecer continuas oportunidades
para construir, dibujar, modelizar, medir o clasificar de acuerdo con criterios
libremente elegidos. Su estudio ofrece excelentes oportunidades de establecer
relaciones con otros ambitos, como la naturaleza o el mundo del arte, que no
deberia quedar al margen de atencion. Con este problema de optimizacion de un
caso de la vida real, presentamos el estudio y desarrollo de algunas formas
geométricas y expresiones que aparecen en el espacio que configura el habitat de
unos pajaros en los jardines del Hotel Manreza en la provincia de Dobogdkd en
Hungria a unos 60 Kms. de Budapest como consecuencia de la observacion directa
del autor.

3.1.1. Contextualizacién del problema

3.1.1.1. Situacion . Los jardines del Centro de Convenciones de Manresa
(Dobogdbko), un poblado de tilos, platanos y una gran variedad de coniferas

S g - ¥ i

Figura 2. Jardines del Centro de Convencion Manreza  (Dobog6ko)

3.1.1.2. Informacion . Habia carteles con informacion acerca de los hongos y los
pajaros de ese entorno. Como una invitacion a proteger a las aves se muestran al
visitante algunos modelos de casitas que pueden ser construidas como refugios para
aguéllas. En cada caso se incluye un croquis y las medidas para facilitar la
construccion. La mayoria de los modelos tiene la forma de un paralelepipedo,
salvo uno- particularmente interesante-que se asemeja a un prisma recto de base
triangular.

Figura 3. Habitat para pajaros Figura 4. Croquis del hébitat
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3.1.2. Cuestién: El problema de Dobogoké

Para la construccion de la casita- Ver Fig.3 y Fig.4- y como el refugio ha de
adosarse a un tronco cilindrico, con las medidas que aparecen en la Fig. 3, hallar el
radio minimo del tronco al que puede adherirse el refugio de modo que su altura sea
de por lo menos de 8 centimetros.

3.1.3. Resolucion. Sugerencias a las formas de reso  lucion

Es importante que el alumno/a se ejercite en la toma de decisiones en funcion
de criterios. Este es un problema que les puede proporcionar la oportunidad de
decidir los criterios en funcion de los cuales un radio va a convenir mas que otro.
Respuestas basadas en que los pajaritos deben tener una vivienda amplia, o que el
circulo de entrada sea suficiente estable para evitar que entren otros inquilinos no
deseables. De cualquiera de las maneras debe tratarse de dirigir al alumno/a hacia
criterios que puedan modelizarse matematicamente, emergiendo el criterio de
adosamiento al arbol (tronco cilindrico). Esto debe dar motivos para, segun el nivel
de ensefianza donde nos encontremos, abordar el problema de diferentes maneras.
En cualquier caso, una cuestion especifica seria averiguar el radio minimo con los
datos que se han proporcionado.

También el alumno debe enfrentarse a este problema con la capacidad de
discutir su propio proceso de resolucion, intentando ver o descubrir las diferentes
formas de resolucién. Para ello debe tener claro las fases y los hallazgos citados ut-
supra. En funcién de las diferentes fases por las que un alumno/a debe transitar en
la RdP’s estd claro que puede utilizar los hallazgos correspondientes. Haremos
especial énfasis en algunos de éstos segun sean en cada uno de los modelos de
resolucidén que planteamos.

Modelo 1. Utilizacion del teorema de Pitagoras

12 cms

A

Figura 5. Esquema disposicion del habitat

Esta aproximacion al problema trata de reunir el uso de incégnitas con varios
temas geométricos y formulas del Teorema de Pitagoras.

En el triAngulo OO'B’, llamamos a B'C’'= L. Como OO’=r-dy B'O’=L/2 se tiene
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2

re =(%)2+(r—d)2:>r2 :L?+r2+d2—2rd = L?+4d?-8rd =0

Una primera restriccion que determina el radio del tronco en que se sitda la casita
del croquis donde L=12 y d=3 se tiene que

(= 12° +43° _144+36 _180 _
8.3 24 24

Modelo 2. Utilizaciéon del Teorema de Thales

75

En desarrollos anteriores no ha aparecido el numero 8 que se refleja en el
croquis de la Fig. 4 de los paneles informativos del jardin. Surge, por tanto, la
pregunta, ¢ por qué aparece en el croquis junto al arbol el nimero 8 que representa
la altura del triangulo ABC en la Fig. 6?

Figura 6. Esquema disposicién del habitat

Para dar respuesta a esta interesante cuestion e intentar justificar la presencia del
namero 8, apliqguemos el teorema de Thales al triangulo AB’O’ que aparece en la
Fig.6. Con la identificacion de los triangulos semejantes del croquis, se cumple que:

Bo B , por lo que tenemos B'O'=0' A(E)
O'A O"A O"A
Por lo tanto se obtiene la siguiente relacion
LT/Z = d;h, siendo h la altura del triangulo ABO”, y b la mitad de la base del

triangulo ABC. Tomando los datos que aparecen en el croquis paraL =12, y por lo
tanto d =3 como se ha demostrado ut-supra, se tiene la relacion entre h 'y b

30
6-b
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Al llegar a esta expresion en un intento de que el alumno/a pueda comprobar la
consistencia de la heuristica empleada puede ensayar dandole valores a b y su
correspondiente h.

a) Por ejemplo, dandole a h=8 se tiene que b:j—fj. Este resultado debe ser

consistente ya que aplicando el teorema de Thales en la Fig.7, para los valores
h=8y d =3 se tiene

AB 8 8 . iy ‘ e
vy = 1 = AB=AB (1—1) . Aplicando el teorema de Pitagoras en el triangulo AB’'O

se obtiene AB'=+/36+121=+/157 por lo que AB:(%)«MS?. De aqui podemos

calcular

645 ~1) = =
121 121 121 1217 11

Utilizando el Teorema de Thales se ve que el heuristico de consistencia en la fase
de verificacion hace que el valor de la altura h=8 en el triangulo ABC no sea un
valor elegido al azar.

b=BO"=,/(AB)? - (AQ")? :\/157'64—64:\/ 157 8\/—157‘121=8 36 _48

Modelo 3. Utilizaciéon del Calculo Diferencial

Este problema podia ser tratado en nivel superior usando algunos conceptos
de Calculo Diferencial. De una manera genérica si trabajamos el proceso en 3D, y
considerando a r como una funcién de dos variables L y d, se trata de una funcion
escalar
r:-rR> - R
L* +4d?
8d

de dos variables reales definidas en todo R* excepto para d =0( jque justifica el
hecho de la imposibilidad de construir una casita con un solo punto de tangencia con
el arbol. {Se tendria una casita inestable!).

(L, d) -

A partir de aqui podemos pensar en niveles superiores de ensefianza, por
ejemplo en un primer curso de Universidad, y hacer ver a nuestros alumnos como a
partir de un ejercicio sencillo de la vida real, caso u objeto, podemos llegar a
introducirnos en estudio detallado de EXISTENCIA DE EXTREMOS (Maximos y
minimos) en CAMPOS ESCALARES:

a) Comprobacion de los teoremas que permiten determinar si un punto critico de
un campo escalar es maximo, minimo o punto de silla mediante una condicién
algebraica de la matriz jacobiana del campo escalar en el punto critico.

b) Introducirnos en el Teorema de Taylor de segundo orden para campos
escalares.

c) Deduccion de criterios para la clasificacion de los puntos criticos de campos
escalares para funciones de varias variables, como el caso que nos ocupa a
través de las formas cuadraticas y matriz Hessiana.
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d) Utilizacion del método de los minimos cuadrados como aplicacion del céalculo
de extremos relativos.

e) Existen ocasiones en las que interesa calcular los extremos relativos de una
funcién escalar cuyo dominio ha sido restringido de alguna manera (jpuede ser
nuestro caso: limitacion del radio del cilindro (arbol)!). Tendriamos que
proponer al alumno que utilice el método de los multiplicadores de Lagrange.

El modelo utilizado puede ser obtenido en tres dimensiones representando
superficies cuyo estudio detallado sobrepasa el nivel de ensefianza secundaria.

3.1. JOYITA 2. Enla RdP’s en la Aritmética de los nUmeros

La teoria de numeros es la rama de matematicas puras que estudia las
propiedades de los numeros, en particular los enteros, pero mas en general, estudia
las propiedades de los elementos de Dominios Enteros (Anillos conmutativos con
elemento unitario y cancelacion) asi como diversos problemas derivados de su
estudio. Contiene una cantidad considerable de problemas que podrian ser
comprendidos por "no matematicos". De forma mas general, este campo estudia los
problemas que surgen con el estudio de los nimeros enteros. Tal como cita Jirgen
Neukirch: “La teoria de numeros ocupa entre las disciplinas matematicas una
posicion idealizada analoga a aquella que ocupan las matematicas mismas entre las
otras ciencias.’

Segun los métodos empleados y las preguntas que se intentan contestar, la
teoria de nimeros se subdivide en diversas ramas:

. Teoria elemental de nimeros

. Teoria analitica de nimeros

. Teoria de niumeros aditiva

. Teoria algebraica de niumeros

. Teoria geométrica de niumeros

. Teoria combinatoria de niumeros

. Teoria computacional de nimeros

En la teoria elemental de numeros, se estudian los numeros enteros sin
emplear técnicas procedentes de otros campos de las matematicas. Pertenecen a la
teoria elemental de numeros las cuestiones de divisibilidad, el algoritmo de Euclides
para calcular el maximo comun divisor, la factorizacién de los enteros como producto
de numeros primos, la busqueda de los numeros perfectos y las congruencias. Son
enunciados tipicos el pequefio teorema de Fermat y el teorema de Euler que lo
extiende, el teorema chino del resto y la ley de reciprocidad cuadratica. En esta rama
se investigan las propiedades de las funciones multiplicativas como la funcidon de
Mobius vy la funcién ¢ de Euler; asi como las sucesiones de nimeros enteros como
los factoriales y los numeros de Fibonacci.

Diversos cuestionamientos dentro de la teoria elemental de nUmeros parecen
simples, pero requieren consideraciones muy profundas y nuevas aproximaciones,
incluyendo las siguientes:

. Conjetura de Goldbach
« Conjetura de los nUmeros primos gemelos
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.« Ultimo teorema de Fermat (demostrado en 1995)

+ Hipdtesis de Riemann sobre la distribucion de los ceros de la funcién zeta
de Riemann, intimamente conectada con el problema de la distribucion de los
nameros primos.

Lo importante, a nivel de secundaria y en todos los cursos, no son solo las
destrezas de calculo y los algoritmos de lapiz y papel, sino una comprension de las
operaciones que permita el uso razonable de las mismas, en paralelo con el
desarrollo de la capacidad de estimacion y calculo mental que facilite ejercer un
control sobre los resultados para detectar posibles errores.

Presentemos algunos ejemplos que se pueden considerar como “joyitas” de
naturaleza aritmética.

3.2.1. Agujeros negros numericos

Fuera del campo de la Fisica, en Matematicas algunos procesos repetitivos dan
lugar a resultados que ya no varian en sucesivas iteraciones. Esto permite presentar
dichos procesos como efectos de pseudomentalismo con numeros. Asi como un
agujero negro es un cuerpo con una gravedad tan fuerte que nada puede escapar de
él, ni siquiera la luz, también existen nUmeros que atraen a otros al efectuar ciertas
operaciones.

Figura 7. Agujeros negros

Los numeros son increibles, tienen ciertas propiedades que nos asombran (o
incluso que “nos engafian”), pero todo tiene una explicacion.

3.2.1.1. Un agujero negro el numero 123

Otra cosa que tienen en comun las matematicas y el universo son los agujeros
negros. En matematicas un agujero negro seria un numero que atrapa al resto de
nameros sin que puedan escapar de él. Es el caso del nimero 123, que posee esa
curiosa propiedad y vamos a ver por qué.

Voy a utilizar el futbol como recurso didactico para explicar el curioso niamero.

El Presidente del club de fatbol de mi ciudad, Huelva, al sur de Espafa, Real
Club Recreativo de Huelva, esta preocupado por la baja afluencia de publico al
estadio denominado Nuevo Colombino, tras la trayectoria ultima de perder partidos
de manera consecutiva.

Ha disefiado una estrategia para convencer a la gente para que vayan al
campo: regalara la mitad de la recaudacion del partido a uno de los aficionados
que asistan al campo de futbol.

El sistema de sorteo sera el siguiente:
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a) Cada persona, cuando entre en el estadio, elegira una cifra entre el 0 y el 9
(ambos incluidos), con la que se ira formando un namero.

b) Asi, si el primer espectador que entra en el estadio elige el 1, el siguiente el 4,
el siguiente el 3..., iremos formando el nUmero:143... Este nimero tendré tantas
cifras como espectadores haya en el estadio.

c) Una vez que hayan entrado todos los aficionados, y tengamos ya el nimero
completo, procederemos de la siguiente manera:

Formaremos un nuevo numero, cuyas primeras cifras seran la cantidad de
cifras pares que contiene nuestro numero, las siguientes cifras seran la cantidad
de cifras impares que contiene el niumero, y por ultimo afiadiremos el numero
total de cifras (impares + pares). Para fijar ideas veamos el siguiente ejemplo:

1). Escribamos un namero cualquiera de la cantidad de cifras que sea,
1324567347769568320184

2). Contemos las cifras pares, las impares y el total de cifras y con estos 3 nUmeros
formamos otro:

Este caso concreto tiene 11 cifras pares, 11 impares y 22 cifras en total . El nuevo
namero que se forma es 111122.

3). Contamos nuevamente las cifras pares, impares Yy totales de este numero,
obteniendo: 246.

4). Se repite lo anterior y obtenemos 303.
5) Y asi seguimos sucesivamente.

El premio consistente en la mitad de la recaudacion se entregara a aquel
aficionado cuyo numero de butaca coincida con el nimero resultante de todo este
proceso. (Todas las butacas del Colombino del 1 al 22.670). Con este sorteo, el
Presidente consiguid durante unas jornadas que el estadio se volviese a llenar. Los
aficionados estaban encantados con la posibilidad de llevarse a casa un estupendo
premio. Pero poco a poco los asistentes han empezado a decrecer nuevamente:

Pues parece que los aficionados soélo volveran cuando el RECREATIVO DE
HUELVA recupere el nivel deportivo de hace unos afios. Porque esta claro que el
incentivo econdmico no ha bastado para recuperar el nivel de asistencia en el
NUEVO COLOMBINO. Sobre todo cuando se ha dado a conocer el listado de los
agraciados por el sorteo. Y es que todos los premios hasta la fecha han sido
entregados al mismo espectador: El PRESIDENTE DE EL RECREATIVO DE
HUELVA.

¢, COmo es esto posible?

Veamos qué es lo que ocurre una vez que se hallena do el estadio.

Tenemos un numero de 22.670 cifras que corresponde a todos los socios que han
entrado:
2718281828459045235360287471352662497757247093699959574966967627724
0766303535475945713821785251664274274663919320030599218174135966290
4357290033429526059563073813232862794349076323382988075319525101901
1573834187930702154089149934884167509244761460668082264800168477411
8537423454424371075390777449920695517027618386062613313845830007520
449338265602976067371132007093287091............
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Hay distintas posibilidades, que pueden ser:

a) Que todos los espectadores hayan escogido una cifra impar: 02267022670

b) Que haya menos impares que pares, por ejemplo: 13258941222670

c) Que las cifras pares e impares sean iguales o muy parecidas: 113351133522670
d) Que haya mas impares que pares, por ejemplo: 85731409722670

e) Que todos hayan escogido una cifra par: 22670022670

Asi, vemos que el nimero que obtendremos después del primer proceso tendra
entre 11 y 15 cifras . En el caso de que este numero tenga el mayor numero de
cifras posible, esto es, 15 cifras, y siguiendo el mismo razonamiento, obtendremos
tras el segundo proceso un nimero de 4 o 5 cifras :

01515, 11415, 21315, ..., 7815, ..., 15015

Nos ponemos nuevamente en el caso de que tenga el mayor nimero posible de
cifras, en este caso, 5 cifras . Aplicamos otra vez el procedimiento, y los posibles
resultados ahora seran de 3 cifras : 055, 145, 235, 325, 415, 505

Después de varias iteraciones, se llegara a un numero de 3 cifras, que solo puede
ser 303 (si las 3 cifras son pares), 213 (si 2 son pares y una impar), 123 (si una
cifra es par y 2 impares ) o 033 (si las 3 cifras son impares).

En estos 4 casos al volver a hacer el célculo se obtendra inevitablemente... el 123.

iQué, curiosamente coincide con el nimero de asient 0
del Presidente del Recreativo de Huelva!

3.2.2. JOYITA 3. Otro agujero negro el nimero curio so 6174

El nimero 6174 es conocido como la Constante de Kaprekar en honor de su
descubridor el matematico indio Kaprekar. Dattatreya Ramachandra Kaprekar
(1905- 1986) nacié en Dahanu, cerca de Bombay. Se interes6 por los nameros
siendo muy pequefio. Desde 1930 hasta su jubilacion en 1962, trabajo como
profesor de escuela en Devlali, India. Kaprekar descubri6 muchas propiedades
interesantes en

Figura 8. Dattatreya Ramachandra Kaprekar (1905-198 6)
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Consideremos el nimero 6174, reordenemos sus digitos para construir con ellos el
mayor numero posible; es decir, coloqguémosio en orden decreciente.
Reordenémoslo también para construimos el menor nimero posible y restemos.

Obtenemos asi: 7641-1467=6174 que es el numero con el que empezamos.
Consideremos otro numero por ejemplo 4959. Obtenemos, 9954-4599=5355

Hasta aqui no parece que haya sucedido nada interesante. Hagamos lo mismo con
la diferencia 5355
5553-3555=1998.

Nada especial. Seguimos con 1998:
9981-1899=8082
8820-0288=8532
8532-2358=6174.

jOtra vez el dichoso numero!

Con respecto a este problema, surgen las siguientes preguntas:

¢, Siempre sera asi? ¢Habra restricciones al problema  ?

Las respuestas a estos dos interrogantes las comenzara a vislumbrar el
estudiante al notar que esto siempre ocurre, con la Unica condicion que los cuatro
digitos no sean iguales.

A medida que el estudiante se introduzca en la RdP’s pueden surgir
interrogantes como el siguiente:

Si ello siempre ocurre, ¢cual es el nUmero maximo de restas necesarias para
obtener el nimero 61747?

Dado cualquier entero de cuatro digitos, ¢se puede saber cuantos pasos son
necesarios para obtener el 61747

Las respuestas a estos interrogantes las dan las siguientes afirmaciones, que
se demostraran a continuacion.

1. Siempre es posible llegar al 6174.
2. El nUmero maximo de pasos es siete.

3. El nimero de pasos esta determinado por la relacién entre los digitos y no
por la forma de ellos.

A pesar de que el nUmero de pasos necesarios para obtener el 6174 depende
de la relacién entre los digitos, es bueno aclarar que a partir del primer paso se
obtiene un nimero completamente determinado.

Después de resuelto este interesante problema, siguen otras preguntas como
las siguientes:

¢, Qué ocurre si el entero es de 2,3, 5, 6 0 cualquier otra cantidad de digitos?
¢ Es decir, en estos otros casos qué entero juega el papel que cumple 61747?

¢,Ocurre lo mismo si el numero se escribe en cualquier otra base diferente de la
base 107

Con estas cuestiones en el aire se puede trabajar dando lugar a nuevos e
interesantes problemas de aritmética.
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Examinar qué sucede con otros numeros de distinta longitud arroja mas misterio que
luz al asunto:

a) Si se prueba con los niumeros de dos digitos no se llega nunca a un numero fijo,
sino a un bucle ciclico del tipo 09, 81, 63, 27, 45, 09

b) Con tres digitos se llega a 495
c¢) Para cuatro digitos el numero es el misterioso 6174

d) Para cinco digitos, no hay nuamero fijo, sino tres ciclos (ademas de distinta
longitud)

e) Para seis digitos, se puede llegar al 549945, al 631764 o a un ciclo de siete
nameros.

f) Para siete digitos tampoco hay namero fijo, sino un Unico ciclo de nueve nimeros.
g) Para ocho y nueve hay otro par de niUmeros en cada caso.

h) Con diez digitos se puede llegar a tres valores distintos: 6333176664,
9753086421 y 9975084201, o entrar en cinco ciclos cortos.

3.3. JOYITA 4. Matematicas y cordones

Al igual que la fisica o la quimica, lo cierto es que las matematicas estan por
todas partes en nuestra vida diaria y hay muchas formas de perderles el miedo.

iPodemos empezar por atarnos los cordones de las za  patillas!

Figura 9. Diferentes formas de amarrar los cordones en zapatillas

iNo es una broma! Hay muchas matematicas tras el sistema mas universal de
sujecién para los zapatos. Al fin y al cabo, se trata de pasar un cordén por una serie
de agujeros en distintas combinaciones.

¢, Cuantas hay? ¢Y cdmo se calculan? ¢No es esto mate  maéticas?

En un zapato medio con seis pares de ojales hay casi dos billones de formas
distintas de hacer pasar un cordén a través de todos los ojales. Claro que en la
practica, a la hora de atarse unas zapatillas, no todas esas combinaciones son
practicas ni comodas. Algunas de ellas:

9

Figura 10. Cinco maneras diferentes formas de amarr  ar los cordones
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Dos cuestiones podemos plantearnos:

a) Estética que muestra diferentes estilos (Optica del comprador)

b) Mas pertinente seria que tipo de encordonado requiere los cordones mas
cortos, y por consiguiente mas barato (Optica del Fabricante)

¢,Qué pauta de encordonado entre todas las posibles, requiere los cordones
mas cortos?

Para contestar a esta cuestion: IDEALICEMOS EL PROB LEMA

Vamos a centrarnos en la longitud del cordén hasta los dos ojetes de la parte
superior. La cantidad de corddn extra se necesita basicamente para hacer el nudo
eficaz, y dado que es la misma para todos los métodos de encordonados, podemos
ignorarla. Partiendo de un enfoque a lo bruto, la longitud del cordon puede calcularse
en términos de los tres parametros del problema:

1. El ndmero “n” de pares de ojetes
2. Ladistancia “d” entre ojetes sucesivos
3. El espacio “r” entre los ojetes izquierdo y derecho correspondientes

Caso 1: Con la ayuda del Teorema de Pitagoras (¢, qué habria pensado Pitagoras de
esta aplicacion particular?) tenemos que la longitud del cordén es:

L=r+2(n—-1)yd?+r?

Figura 11. Tipo Criss Cross Lacing

Caso 2: De la misma manera con la ayuda del Teorema de Pitagoras

‘T
V'
VLVOLOLOLL U

Ay

/

v
/A

/

L=n—-Dr+ (n—1)\/d2+r2+\/(n—1)2d2 + r2
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Figura 12. Tipo Shoe Shop Lacing

Podemos preguntarnos cual de las longitudes es mas pequefa para los dos
modelos presentados. Para simplificar:

a) Sin=8, d=1r=2, para el tipo Criss Cross Lacing:

L=r+2(n—-1)/d*+r*
L=2+14V5
L =3230492
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b) Sin=8, d=1r=2, para el tipo Shoe Shop Lacing

L=nm-1Dr+(n- 1)\,-"(1.2 +7r2 4+ V-”(n —1)2d?% + 2
L=14+7V5 +53
L =36,9324

Se observa que la longitud mas corta es la del encordonado al estilo
americano. Ahora bien, ¢podemos estar seguro de que esto sera siempre asi o por
el contrario, es posible que el resultado dependa de los valores de “n”, "d” y “r'?

iSOlo un matematico se preocuparia por los diferent  es casos que aparecerian
dando valores distintos a “n”, “d” y “r"!

4. Reflexion final

He pretendido, tomando algunos ejemplos, unos originales y otros no, como
podemos innovar en el dominio de la infraestructura escolar con la concepcion y
puesta en escena de lo que podrian ser los Laboratorios de Matematica Creativa con
la RdP’s como herramienta para que los/as alumnos/as y los/as ensefiantes validen
diversos prototipos de materiales que den soporte al estudio de las Matematicas
para MODELIZAR DIFERENTES SITUACIONES vy para realizar actividades
creativas diversas.

En las paginas precedentes solo he mostrado, algunas actividades teoricas y/o
practicas y teniendo como herramienta la RdP’s de Problemas. La concepcion y la
puesta en obra se puede abordar con otras joyitas matematicas que podemos
encontrar trabajando con:

» Laradioy el teatro mateméticos.

* Matematica y fotografia.

* Poesia y matematica.

* Videos matematicos.

 Matematicas y cine.

» Matematicas en otras disciplinas.

* Matematicas y cocina.

Son algunos de los campos donde, hemos trabajado durante afios en los que

estudiantes y ensefiantes, con imaginacibn han conseguido importantes
INNOVACIONES.

A modo de conclusion final, en torno a procesos de innovacion en el actual
momento procesal de la Educacion en mi pais, en los diferentes niveles, cabe
preguntarse:

¢, Sucede con frecuencia.... pero que ya esta todo inve  ntado y no hay nada
nuevo?

¢, Habria que utilizar argumentos,...,cambios en los pIl  anteamientos educativos?
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Si hay que administrar nuevos elementos en Educaciébn Matematica...... hay que
tener en cuenta

jLa capacidad de

transformar la educacion
y la sociedad!

para generar una cultura de la innovacion. Para ello necesitamos

iNuevo lenguaje de la innovacién!

un lenguaje fundamental para compartir ya que:”...sin lenguaje es posible pensar,
es dificil conocer y es imposible comprender  ...” (Jorge Wagensberg).
Si “Innovar es introducir novedades en alguna cosa” , el reto podria ser pasar de

- Lainnovacidon como suceso

Figura 13. Innovacidén como suceso
. A la innovacién como proceso

Figura 14. Innovacion como proceso

En resumen, la innovacion se inspira en ATREVERSE, superar los miedos y
cambiar de perspectiva. “El miedo nos indica que estamos entrando en un territorio
desconocido, el miedo es la membrana que separa lo nuevo de lo conocido y
constituye, asi, un interesante indicador de que estamos a punto de abrirnos a algo
superior al mundo que estamos acostumbrados” (J. Kornfield).

Figura 15. Miedo a lo desconocido
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