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Editorial

UNION., una revista consolidada

Un pequefio grupo de colegas pensamos, en su momento, que la comunidad
formada por el profesorado de Matematicas del ambito iberoamericano necesitaba
una revista que recogiera sus experiencias e investigaciones. Hacerlo en formato
papel nos parecio inalcanzable por costes y por organizacion. Finalmente decidimos
presentar un proyecto de revista digital a la Junta de Gobierno de la Federacion
Iberoamericana de Sociedades de Educacion Matematica (FISEM), por entender
qgue era el 6érgano que debia avalarlo y apoyarlo. En la propuesta se esbozaban
nuestros propositos, la organizacion y el equipo de personas que nos hariamos
cargo. La FISEM decidi6 aceptar la idea de crear UNION y concedernos la
codireccion por un periodo de tres afios que, al final, han sido cuatro al prorrogarse
un afio mas.

El pasado mes de octubre de 2008, tras el oportuno procedimiento de
convocatoria de la direccion de UNION y la correspondiente resolucion de la misma,
la Junta de Gobierno de la FISEM ha designado a las profesoras argentinas Norma
Cotic y Teresa Braicovich como nuevas responsables de la revista a partir del
proximo afio. Asi pues, nuestra etapa finaliza con este nUmero 16 y en marzo de
2009 saldré el primero de la nueva direccion. Enviamos a dichas profesoras nuestra
calurosa felicitacion y el deseo de muchos éxitos en la labor que ahora emprenden y
para la que pueden contar con nuestra total colaboracion.

En el proyecto y en la editorial del primer nimero, publicado a principios del
afio 2005, anunciabamos que nuestro deseo era realizar una revista que canalizara
y diera a conocer trabajos sobre Educacion Matematica; debian estar destinados al
profesorado en activo de nuestro ambito cultural, de todos los niveles educativos,
esto es, desde Educacion Infantil hasta la Universidad. Y afiadiamos que, puesto
que disponiamos en nuestra Comunidad de un amplio conjunto de docentes e
investigadores de alta cualificacion, podriamos conseguir una revista de gran calidad
y utilidad para todos. Han pasado ya cuatro afios, hemos colgado en la red los
dieciséis numeros que se han publicado y podemos decir que nos hemos acercado a
los niveles de calidad a los que aspirdbamos inicialmente. Se han dado, al menos,
los primeros pasos para hacer realidad el proyecto de una ambiciosa revista que
tiene garantizada su continuidad en las profesoras Cotic y Braicovich.

Pensamos e insistimos en destacar que el cambio de direccion supone la
consolidacion de UNION como revista de la FISEM, como una publicaciéon que ya es
patrimonio de toda nuestra comunidad iberoamericana de Educacién Matematica y
no un proyecto exclusivo del equipo que la puso en marcha.

Para nosotros es la hora de la despedida y, por tanto, de la gratitud. En primer
lugar a la Junta de Gobierno de la FISEM, por aceptar nuestra propuesta de crear la
revista UNION y confiar en nosotros para dirigir sus primeros nameros.



Editorial

Gracias a los autores, pues a ellos se debe que esta revista sea una realidad.
En algunos casos nos hemos visto en la necesidad de rechazar el trabajo
presentado y en otros de pedirles modificaciones de sus textos. Pues bien,
practicamente la totalidad han aceptado con profesionalidad la decision final del
comité editorial acerca de la publicacion o no de su trabajo.

En todos los casos la decisidbn de aceptacion se ha basado en criterios que
hemos querido objetivos y hemos estado auxiliados en esa delicada labor por un
amplio conjunto de evaluadores, que han asegurado, con su dedicacion y rigor, que
el proceso de publicacion posea controles que aseguren la calidad de los trabajos
que finalmente han visto la luz en UNION. Muchisimas, muchisimas gracias a todos
ellos por su generosa e invalorable colaboracion.

También queremos agradecer a las personalidades del Consejo Asesor su
aceptacion para formar parte de este 6érgano de colaboracién con la direccion, pues
sus prestigios han elevado y avalado también el valor de UNION, ademas de
ayudarnos con sus opiniones y consejos.

Es natural que nuestro agradecimiento llegue a su maximo grado al expresarlo
a los miembros del Comité Editorial, amigas y amigos con los que hemos formado
equipo para hacer realidad esta revista nimero a numero: Alicia Bruno, Dolores de
la Coba, Carlos Duque, Antonio Ramon Martin Adrian, Aurelia Noda e Inés
Plasencia. Cada uno de ellos ha cumplido, con creces y con generosidad, el
cometido al que se comprometid

Por Ultimo, gracias a los lectores, a quienes debemos que UNION se haya
consolidado y extendido en nuestra Comunidad como una publicacion de Educacion
Matematica, mucho mas de lo que podriamos prever en nuestro proyecto inicial. Su
gran namero permite afirmar que la revista cuenta con una amplia aceptacién entre
los profesionales de la ensefianza de las Matematicas en los diferentes paises de
Iberoamérica. En este sentido, reconocemos la ayuda prestada por la Organizacion
de Estados Iberoamericanos para la Educacion, la Ciencia y la Cultura, asi como la
generosa colaboracion de la Fundacion Carolina que ha creido en nuestro proyecto
y lo ha apoyado econémicamente.

El éxito que haya podido alcanzar UNION es éxito de todos, del conjunto de la
comunidad iberoamericana de Educacion Matemética. Para mantenerlo y
acrecentarlo solicitamos que desde todos los rincones de nuestra geografia lleguen
trabajos con experiencias y reflexiones, con investigaciones y estudios, al nuevo
equipo editor.

Luis Balbuenay Antonio Martinén, Directores

-
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Rafael Pérez Gomez
Breve resefa
Rafael Pérez Gomez es doctor en Matematicas por la Universidad de Granada.

Su principal linea de investigacion se centra en Simetria Cromatica. La ultima tesis
doctoral que ha dirigido se titula
Construcciones en Geometria
Hiperbdlica y teselaciones mediante
Grupos NEC poligonales. Algoritmos
de automatizacion. También ha
trabajado en Teoria de la Eleccién
Social, donde ha codirigido la tesis
titulada Representacion proporcional.
Representacion  parlamentaria.  Asi
mismo, ha participado en diversos
proyectos de investigacién, siendo el
investigador principal en el llamado
Software para la Edificacion.

Actualmente es Profesor Titular de
Universidad, del Departamento de
Matemética Aplicada de la Universidad
de Granada, impartiendo docencia en
las escuelas de Ingenieria de Caminos,
Canales y Puertos y de Arquitectura.
Es el Coordinador del Méaster Oficial de
la Universidad de Granada titulado
Seguridad Integral en Edificacion. Fue
Catedrético de Bachillerato.

Ha creado y dirigido las revistas de Educacién Matematica Epsilon, Suma y Uno.

Ha realizado programas de television y radio con TVE1l, TVE2 y BBC,
fundamentalmente.
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Matematicas para compartir la belleza

Rafael Pérez Gémez

El poder de las Matematicas es solo comparable al de
la pasion y al de la insania, de ahi que uno las ame o
las aborrezca con la intensidad reservada a lo divino.

Jorge Volpi

Introduccion

Siempre aprendi que una persona es un animal racional, cualidad ésta que nos
distingue del resto de los seres vivos. Con el tiempo he comprendido que somos
mas animales emocionales que racionales ya que la mayoria de las decisiones las
tomamos desde el corazén y no con el cerebro. Entonces, ¢qué sera mas
importante: educar en la practica de pensar bien o en el control de las reacciones?
Desde la ensefianza de las Ciencias y Tecnologias se persigue, entre otros, el
objetivo de aprender a razonar en situaciones problematicas; desde las
Humanidades, el desarrollo de la sensibilidad y equilibrio emocional. Viene de
antiguo la exigencia de educar en el trivium y cuadrivium, las 7 artes liberales, para
llegar a ser “personas libres”. Mas, en un mundo globalizado, no basta con que la
ciudadania tenga capacidad para utilizar las tecnologias y asumir los avances
cientificos sino que debe desarrollar valores que caractericen a esa nueva sociedad
que estamos forjando entre todos. Paz, democracia y solidaridad deben ser tres
puntos obligados para definir este nuevo plano social sin olvidar otros logrados con
anterioridad como la libertad, la igualdad y la fraternidad. El desarrollo de la
inteligencia emocional, y no sélo la racional, es pieza clave en esa nueva educacion
necesaria para lograr que otro mundo sea posible.

Ahora, con rabiosa actualidad, surgen voces que exigen una mejor formacion
ciudadana en Matematicas que garantice el desarrollo cientifico y tecnologico de un
estado, o conjunto de ellos, a fin de evitar la dependencia tecnologica de otros y
alcanzar el equilibrio socioeconémico y politico al que aspiramos. Esta bien, pero
llegados a este punto, conviene recordar las palabras de Jacobi en una carta a
Legendre en julio de 1830:
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La finalidad primordial de las Matematicas no consiste en su utilidad
publica y en la explicacion de los fenbmenos naturales... sino en rendir
honor al espiritu humano.

Son demasiadas las personas que, a fuerza de recibir suspensos en
Matematicas, han acabado renegando de ellas. Como, intrinsecamente unidos a los
recuerdos estan las sensaciones y las emociones, hablar de Matematicas puede
provocar escalofrios en personas ajenas a nuestra disciplina. Las lineas que siguen
estan concebidas para que las utilicemos como un intento de reconciliacion con
ellas. Voy a hacerlo mostrando cdmo han servido las Matematicas para crear una
belleza que sin ellas hubiera sido imposible conseguir y como me explico, a mi
mismo, la que puedo percibir a mi alrededor. Por tanto, mi ya querido lector o
lectora, voy a presentarle cdmo seducir matematicamente, jclaro esta!, a una
persona de “Letras” escribiendo una larga conversacion que mantuve con don Diego
de Veldzquez y Silva y Pablo Ruiz Picasso, simultdineamente. Tuvo lugar en Madrid,
el dia 23 de Junio de 2006. Eran las 10.40 horas de la mafiana cuando llegué a estar
entre “dos meninas”. Por un momento me senti infante ya que a mi izquierda
estaban Las meninas que permanentemente se exhiben en el Museo del Prado, y, a
la derecha, Las meninas que ocasionalmente se encontraban también alli,
enfrentadas a las primeras, procedentes del Museo Picasso de Barcelona. Habia ido
a visitar la exposiciéon que, con motivo de los 25 afios con el Guernica, se organizo
en los museos madrilefios del Prado y Reina Sofia: Picasso, tradicion y vanguardia.

Figuras 1y 2. Las meninas de Veladzquez y las de Picasso

En aquel momento tenia enfrentadas formas precisas de un lado y, del otro,
otras que no lo eran (algunas incluso estaban reinventadas); a mi izquierda habia
una sinfonia de colores perfectamente orquestada en contraste con blancos y
negros o grises azulados de mi derecha; una luz lateral y otra al fondo, cinco del

.
U N IE’ NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - DICIEMBRE DE 2008 - NUMERO 16 - PAGINA 8



| W 2 Lile a‘a, Matematicas para compartir la belleza

Rafael Pérez Gémez

mismo lado mas, también, la del fondo; un lienzo vertical y otro horizontal;...
Comenzaron a resonar y, a la vez, a apelotonarse muchas preguntas en mi cabeza,
provocadas sin duda por mis rapidas y desordenadas miradas hacia ambos lados en
donde se encontraban los cuadros. Nada mas parecia existir a mi alrededor. Ya
estaba inmerso en la busqueda de las claves que tanto Veldzquez como Picasso
habian plasmado en sus obras. ¢Qué estaban diciéndome ambos pintores? Tras el
desasosiego inicial (jsiempre sucede igual!) viene la calma y la reflexién serena. Es
entonces cuando comienzo a elaborar, ordenadamente, conjeturas. Desde mi
formacion sé que las Matematicas juegan un papel importante a la hora de facilitar la
comunicacién entre personas, aunque sus culturas estén distantes aun en el tiempo.
El uso de simbolos con significado colectivo y universal es una caracteristica de las
Matematicas. El Arte, en general, se apoya en la reproduccion de ciertos cédigos
con los que cada artista nos hace llegar su mensaje, sin tiempo ni lugar, utilizando
como medio de comunicacion su obra. Ademas, la creacion artistica exige el dominio
de determinadas técnicas y normas compositivas que, en ocasiones, han ido unidas
al conocimiento matematico de la época. El hecho de darme cuenta de que una obra
de arte “habla” a quien sabe interrogarla, ha creado en mi la practica de intentar
acercarme a quien la creé estableciendo una “conversacion” que gira a su alrededor.
Desde los simbolos que veo en ella y su composicidén estructural, busco las claves
gue han hecho que sea auténtica, bella y tenga valor actual, caracteristicas
obligadas que ha de tener una produccion artistica para que sea considerada obra
de arte universal. De esta forma puedo profundizar en ellas, ver mas alla de lo que
puede ser evidente y descubrir toda su belleza para, después, compartirla con los
demas ofreciendo un punto de vista, ni mejor ni peor que el de otras personas, que
es el mio propio.

Durante la visita al Prado gocé hasta el punto de emocionarme, como para que
se humedeciesen mis 0jos en mas de una ocasion. Pude ver bastantes aspectos y
realizar un sin fin comparaciones, también de anotaciones que me permitieron seguir
pensando de vuelta a casa. Velazquez y Picasso me hablaron sobre todo lo que
sigue.

Dos genios, dos geometrias y un cuadro: Las meninas

Hace algo mas de 125 afios que nacia en Malaga Pablo Ruiz Picasso. Todo un
referente del vanguardismo artistico del siglo pasado y, sin lugar a duda, el pintor
espafiol mas influyente de dicho siglo. No voy a entrar en las diferentes etapas de su
pintura que desde los periodos azul y rosa, el cubismo, la recuperacion del orden
clasico en los afios 20, su relacion con el movimiento surrealista, los dificiles afios
entre la Guerra Civil espafola y la Il Guerra Mundial hasta las fértiles dltimas
décadas de su produccion. Sélo voy a referirme a la serie que realiz6 de Las
meninas cuando contaba con 76 afios de edad, era multimillonario y contaba con el
reconocimiento internacional como artista. Entonces, ¢ por qué hace 58 cuadros en
dicha serie? Es evidente que nunca pretendié copiar a Veldzquez. Asi mismo,
tampoco necesitaba dinero porque ya tenia mas que suficiente. Entonces, ¢qué
buscaba?

.
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El lenguaje de Velazquez

Diego de Velazquez, con su barroquismo, muestra diferentes cuadros dentro
de un mismo cuadro. Es el caso de La familia real, nombre inicial de Las meninas, a
pesar de que faltan en la escena el principe Baltasar Carlos (fallecido con
anterioridad a la realizacion del cuadro) y la infanta Maria Teresa.

i\

Figura 3. Posible situacion de los personajes durante las sesiones de elaboracion de Las
meninas. La habitacion en la que se representa la escena forma parte de los que
fueron aposentos del principe Baltasar Carlos. Fuera, y de espaldas, se encuentra
la infanta Maria Teresa, razdn por la que no se refleja en ningun espejo. Ya, dentro
de ella, también de espaldas, podemos ver a los reyes.

El pintor barroco. Nos narra diferentes historias ligadas a personajes, unos de
la Mitologia (como Minerva y Aracne o Apolo y Marsias, en sendos cuadros colgados
en la pared del fondo)y otros de la familia real (como Felipe 1V, su esposa dofia
Mariana de Austria y la infanta Margarita, hija de ambos) junto a su corte: las dos
meninas, dofla Maria Agustina de Sarmiento y dofia Isabel de Velasco,
entretenedores de la infanta, como la enana Maria Barbola y Nicolasito Pertusato
(que no era ningun nifio, a pesar de su apariencia), las personas encargadas de su
vigilancia, Mercedes de Ulloa y Diego Ruiz de Azcona, y el aposentador de la reina
Nieto Velazquez.

.
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Minerva y
Aracne

Felipe TV y Dofia
Mariana de

Figura 4. Personajes de Las meninas

También se dibuja a si mismo en la escena reivindicando la faceta intelectual
de su trabajo, considerado hasta el momento como meramente artesanal, lo que le
daba caracter caballeresco y no de artesano, y lo hizo sin tener el atrevimiento de
figurar junto a los reyes, razén por la cual los hace aparecer reflejados en el espejo
de la pared del fondo. Velazquez se encuentra pintando un cuadro. Hay quien
sostiene que se trataba, recursiva y barrocamente, de las mismas Meninas. Pero
también hay quienes sostienen que se trata de un lienzo sin trazo alguno, cuan
tabula rasa, en alusion a la mente de la infanta Margarita que, al igual que el cuadro,
hay que desarrollar de forma armoniosa desde la educacion en los clasicos (de ahi
las escenas mitologicas antes dichas de los cuadros que hay en la habitacion).

Por ultimo, debo sefalar que la escena central refleja una costumbre de la
época como es la bucarofagia. Consistia en comer un barro rojo que provocaba la
eliminacion de globulos rojos en la sangre y daba a la piel el tono blanquecino que la
moda del momento imponia. Ademas, servia como anticonceptivo y corrector de
desarreglos hormonales. Lope de Vega lo dice en “El acero de Madrid”: Nifia de
color quebrado/o tienes amores/o comes barro. Ese es el motivo central del cuadro:
dofia Agustina de Sarmiento entrega un bucaro a la infanta Margarita, no para que
beba agua sino para que se coma el barro.

La composicion geométrica. Desde el punto de vista técnico, Las meninas de
Veldzquez marcan el cenit de la pintura basada en el uso de la perspectiva y en la
composicion geométrica. Esta Ultima se basa en la creacion de espacios segun
rectdngulos aureos, en los que se inscriben tanto personajes como elementos
decorativos de la habitacion, y en la iluminacion de la escena central creando una

.
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atmosfera con un aire inigualable que se “mueve” siguiendo una espiral, también
aurea o de Durero, que se crea mediante el método de los rectangulos reciprocos
internos a partir de un rectangulo aureo®. Salvador Dali, al ser preguntado en una
entrevista acerca de qué salvaria del Prado en caso de incendio, dijo que “Salvaria
Las Meninas de Veladzquez. Concretamente, el aire que hay en ellas que es el mejor
aire jamas creado en un cuadro”.

Figura 5. Espiral de la luz

Obsérvese como la luz que entra por las
ventanas laterales de la habitacion sigue el camino
marcado por la espiral hasta llegar, practicamente,
a la paleta del pintor. Otro guifio mas que
Veldzquez nos hace, ya que toda la luz del cuadro
sale realmente de dicha paleta. Picasso es
plenamente consciente de la importancia del “aire”
de Las meninas y la resalta al dibujar ni mas ni
menos que 5 luminosas ventanas (ver Figura 2) en
lugar de una.

Figura 6

! Ver figura 6
Para que un rectangulo sea considerado aureo o de oro, su proporcion (cociente entre la longitud del lado mayor

++5

. , 1 . . .
y la del menor) tiene que ser el numero ® =——— . Actualmente, las cartillas de ahorro y tarjetas de crédito
2

pueden ser consideradas como rectangulos aureos. En la imagen han sido colocadas de forma que se visualice
la construccién de un rectangulo aureo, la tarjeta Maestro de Caja Granada, reciproco interno al también aureo
materializado por la cartilla de ahorro que esté debajo en la composicion.

.
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Antes de continuar, conviene hacer una breve reflexién. Al estar presente el
pintor en la escena es facil imaginar que utilizé6 un gran espejo para verla reflejada
en él mientras la dibujaba. Pero no resulta tan facil si se piensa que los espejos
invierten la orientacion del espacio (recuérdese como figura escrito el nombre
AMBULANCIA sobre tales vehiculos) y para que tal cosa no se produzca hemos de
trabajar sobre la imagen reflejada en un segundo espejo para que se deshaga la
inversion. Esto nos lleva a pensar que Velazquez trabajé mirando la escena en un
doble espejo colocado en el suelo como un libro abierto por unas “paginas” que son
espejos; en el de la derecha se refleja la imagen directa de la escena y esta, a su
vez, se refleja en el de la izquierda.

Las meninas de Velazquez estan consideradas como el cuadro en el cual se
aplican de forma magistral todas las teorias sobre el uso de la perspectiva
descubiertas hasta el s.XVIl. Nadie ha conseguido mejorar la representacion del
espacio fisico tridimensional en un cuadro?. De ahi, que Las meninas de Velazquez
marcasen un antes y un después en la Pintura al aplicar, no so6lo la perspectiva
lineal, sino también la menguante, la del color, la aérea y la alternancia luz-
penumbra.

Figura 7. El gedgrafo. Vermeer, 1668-69.

% Vermeer of Delft, fue un pintor barroco como Velazquez. Aunque preocupado por escenas cotidianas de la
sociedad holandesa en al que vivid, puede verse en ellas su preocupacion por la ciencia. Un buen ejemplo de
ello lo tenemos en el cuadro El gedgrafo. S6lo se conocen cuatro de sus cuadros en los que representa a
hombres, siendo este uno de ellos. El nombre se debe a que un cartulano, mapa del mundo conocido, adorna la
pared, y el personaje ademas se inclina con un compas sobre un extenso pliego que podria ser un mapa,
disponiéndose a medir lo que pueden ser unos planos. En realidad no se sabe cudl es el motivo de la escena,
excepto que se trata de un cientifico ya que Vermeer nos presenta a su figura realizando una actividad concreta,
de tal manera que no se presentan como figuras alegdricas, sino en el marco de lo cotidiano.

Vermeer también recrea magistralmente el espacio tridimensional y es un gran maestro de la luz. Sin embargo,
us6 una camara oscura para producir perspectivas realistas en sus pinturas. Ver figura 7.

U N I NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - DICIEMBRE DE 2008 - NUMERO 16 - PAGINA 13



| W 2 Wm‘{a’ Matematicas para compartir la belleza

Rafael Pérez Gémez

Figura 8. Perspectiva lineal

La perspectiva lineal. En el siglo XV se produjo el descubrimiento y la
aplicacion de la perspectiva artificialis, cuya base mateméatica y geométrica, es decir,
cientifica, elevo a los artistas a una categoria superior. La pintura pasara de arte
manual -artesanal- a arte liberal. Se creard asi un espacio pictérico, homogéneo,
continuo e infinito, en el que, segun Nicolas de Cusa, cualquier punto puede tomarse
como centro. Generalmente se utiliza una perspectiva central en la que los ejes
vertical y horizontal -linea del horizonte-, en su interseccion, coinciden con el punto
de fuga. Es la perspectiva lineal.

Los artistas del Renacimiento reconocieron que la perspectiva, que era una
técnica importante para crear la ilusion de la tridimensionalidad en sus pinturas, no
estaba completamente desarrollada con la geometria de Euclides. El punto evidente
de partida es que mientras las lineas paralelas nunca se cortan en la geometria de
Euclides, en la perspectiva lo hacen en el punto de fuga. La perspectiva ha sido
descrita como una geometria visual mientras que la de Euclides es una geometria
tactil.

Si bien Filippo Brunelleschi (1377-1446) es quién tiene reconocida la
introduccion de la Perspectiva en la pintura, la formalizacion matemética la hizo en el
siglo XVI el francés Girard Desargues. Este siglo fue el de los descubrimientos y
exploraciones. Segun avanzaban las naciones europeas en su dominio del mundo,
asi se hacian de necesarios los mapas de todo tipo. El trabajo de transferir la
informacion geografica del globo esférico a un trozo de papel plano es también un
problema de Geometria Proyectiva, razon esta por la cual cobré gran protagonismo
y fue desarrollada con interés.

.
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Esta rama de las Matematicas, conocida como Geometria Proyectiva, fue a su
vez olvidada durante dos siglos para ser después redescubierta y constituir un
campo importante de las Matematicas puras 0, avanzando en sus aplicaciones,
desarrollar las técnicas propias de la Descriptiva. En aquel momento se produjo la
escision que llega hasta nuestros dias y que hace que los procedimientos propios de
la Descriptiva sean solo algoritmos para la resolucion grafica de problemas
geométricos. La siguiente anécdota me permite poner de manifiesto lo inconveniente
de tal escision. Recuerdo que un colega estaba estancado en su investigacion para
acabar un capitulo de su tesis doctoral y decidi6é solicitar mi colaboracion. Tenia que
obtener la verdadera medida de unas longitudes en la facha de un edificio a partir de
una fotografia. El problema, mateméaticamente hablando, era doble. Primero, habia
gue determinar el punto exacto desde el cual estaba hecha la foto y, segundo, trazar
desde él una radiacion de rectas que se cortarian con las rectas horizontales de la
fachada del edificio de la foto en los puntos que determinaban los extremos de los
segmentos cuya longitud se deseaba calcular. El primer paso se reducia a emplear
el método de los lugares geométricos para determinar el punto desde el que se hizo
la fotografia. El segundo consistia en saber que el Unico invariante de la Geometria
Proyectiva es la razon doble de cuatro puntos alineados. En resumen, de nada sirve
conocer procedimientos algoritmicos sin la base necesaria para conocer sus
porqués. Sin embargo, lo mas lamentable es que los matematicos estan, en general,
muy lejos de las técnicas propias de la Descriptiva y los técnicos, también en
general, ain mas lejos de las Matematicas.

Figura 9. Perspectiva de color

Perspectiva de color. En este caso, cuanto mas lejos aparece representado
un objeto, mas tenues son sus colores. Existe también en el mundo real un
desvaimiento de los tonos al aumentar la lejania. El color para el primer plano es el

.
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blanco de la luz de la ventana, el segundo plano presenta blancos amarillentos en
los vestidos y rostros de las meninas y la infanta, el tercer plano esta determinado
por los tres personajes que hay tras ellas y los colores se oscurecen
considerablemente tanto en rostros como en vestidos y el cuarto, y ultimo, plano lo
da la pared del fondo con tonos casi negros con los que se produce la penumbra.

Figura 10. Perspectiva menguante Figura 11. Alternancia luz-penumbra

Perspectiva menguante. A medida que aumenta la distancia, disminuye la
nitidez, los contornos se van haciendo borrosos y desdibujados, al igual que ocurre
en la realidad.

Alternancia de luz y penumbra. La parte inferior de la escena aparece
iluminada, supuestamente, por la luz del dia que entra por la ventana; la superior,
estd oscura, en penumbra. De este modo se enfatizan los personajes del primer
plano y se da profundidad al espacio de la habitacion.

¢ Sabia Veldazquez Mateméticas? Ante el despliegue de medios técnicos que
Velazquez usa para pintar, no sélo Las meninas, me surgié la duda acerca de su
conocimiento matematico. Son muchos sus cuadros los que requieren de un
profundo conocimiento de las geometrias Euclidea y Proyectiva como para pensar
que el uso explicito que en su obra grafica hizo de la proporcion aurea y de todo tipo
de perspectivas con las que interpretar el espacio fisico tridimensional, fue sélo mera
intuicibn o casualidad. Hace tiempo pensé que si queria saber qué sabia una
persona podria empezar echando un vistazo a los libros que tiene en casa o en el
despacho. Asi empecé a buscar referencias bibliograficas que me acercasen a este
conocimiento en cuanto a Diego de Velazquez se referia. Encontré un articulo

.
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revelador: La Libreria de Velazquez, Homenaje a Menéndez Pidal®. En él figuran 154
asientos con los libros que Velazquez tenia en su biblioteca:

1 Summa... (2), Aritmética de Luca de Burgo —clasica en el Renacimiento-.

1 Arismética algebratica (79), de Marco Aurel

1 Manual de contadores (51), Aritmética del Bachiller Juan Pérez de Moya

1 Aritmética (95) de José Unicornio

1 Aritmética (103) de Antonio Fines

1 Aritmética (39) del abad Jorge de la Caja

1 Algebra (68) de Pedro Nufiez (Nonius), rey de Portugal

1 Tratado de Geometria (141) de Alberto Durero

2 Tratados practicos de Geometria (28 y 73) ¢ Cristéforo Clavio y Juan de Alzaga?
1 Libro del modo di dividire le superficie (85) de Andrés de Céspedes

1 Libro de instrumentos nuevos de Geometria muy necesarios para medir distancias
y alturas sin que intervengan nimeros (81) de Andrés de Céspedes

1 Teatro de los instrumentos y figuras matematicas y mecanicas (93) de Diego Besson
1 Mechaniche (82) de Guido Ubaldo

1 Dialogos de Medicina (87) de Francisco de Villalobos

1 El modo de andar a caballo (83) de Federico Grisoni

1 Jenofonte (134)

1 De los hechos del Magno Alexandre (59)

1 Décadas (137) de Tito Livio

1 Cronica del mundo (1)

1 Discorsi sopra le Antichitd di Roma (10) de Vincenzio Scamozzi

1 Roma sotterranea (19) de Antonio Bossio

1 Philosophia secreta... con el origen de los idolos y los dioses de la gentilidad (61)
por Juan Pérez de Moya

1 Antigliedades y principado de la illustrissima ciudad de Sevilla... (65) de Rodrigo
Caro

1 Arte de musica

1 Elementos (36) de Euclides

2 Perspectiva (49 y 91) de Euclides

1 Numeros y medidas (55) de Tartaglia

1 Sciencia matematica (132) de Megarense

1 Alberto Durero, Geometria (141)

1 Templo de Salomén y mapas de Iglesia (118)

1 Trattato d’Architettura (15) de Leon Bautista Alberti

1 Trattato di Architettura (12) de Pietro di Giacomo Cataneo

1 Libri IV dell’Architettura

1 Simetria (11) de Alberto Durero

1 Notomia (142) de Andrea Vesalio

1 Historia de la composicion del cuerpo humano (53) de Juan Valverde de Amusco
1 Trattato della Pintura (145) de Leonardo da Vinci

1 Escultura y pintura (92) de Bonarrota

1 Arte de la escultura y pintura (110) de Bonarrota

Sin comentarios. La lista habla por si sola.

% F.J. Sanchez Canton, La Libreria de Veladzquez, Homenaje a Menéndez Pidal, Madrid, Hernando 1925, vol. Ill.
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¢ Tienen los pintores de ahora una formacién geométrica equivalente a la de
Velazquez? Quienes estan considerados universalmente como referentes, si. Por
ejemplo, Salvador Dali fue un personaje genial muy singular. Actuaba ante los
medios de comunicacién como nadie. Quienes lo conocieron hablan de una persona
gue se transformaba cuando aparecia una camara o un micréfono. No me interesan
los aspectos humanos del pintor ampurandés. Es mas, creo que como persona
dejaba bastante que desear. Sin embargo, como artista, hay que reconocerle su
genio creativo y su manejo de casi todas las técnicas pictoricas y escultdricas, con
una fuerte base en su magistral forma de dibujar haciendo uso de conceptos
geométricos de muy diversos calados. ¢Cémo los obtuvo? Al igual que en otros
aspectos, sus conocidos —a veces, amigos- le aportaron gran parte de su
conocimiento. Es conocida su relacion con Bufiuel y Garcia Lorca y no lo es tanto su
amistad con el matematico rumano Matila Ghyka, que le ensefi6 todo lo que necesitd
acerca de la proporcién aurea y lo utilizé en sus cuadros durante la década de los
afios 40. De esta época son los cuadros Semitaza gigante volante con anexo
inexplicable de cinco metros de longitud o Leda atémica, por citar solo dos obras
importantes hechas desde el conocimiento antes dicho. O, al final de sus dias, con el
matematico francés René Thom a quien invité a su casa para conocerlo a raiz de
gue le concediesen la Medalla Field por su Teoria de las Catastrofes, teoria que le
causo6 un gran impacto y a la que dedico algunos cuadros llegando incluso a adaptar
su firma a la grafica de una curva que aparece en una de las 7 catastrofes
elementales, la cola de golondrina.

Figura 12. El rapto topoldgico de Europa. Homenaje a René Thom*. Dali, 1983.

* Si se desea ver en profundidad un trabajo que hice sobre este cuadro, véase Pérez Gémez, R. "¢ Paranoia o
topologia trascendental? Salvador Dali, 100 afios" La Gaceta de la RSME 7.3: 655-664 (2004).

-
U NI%N REVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - DICIEMBRE DE 2008 - NUMERO 16 - PAGINA 18



| W 2 Lile a‘a, Matematicas para compartir la belleza

Rafael Pérez Gémez

Aparte de estos contactos, en la biblioteca de Dali figuran numerosos libros de
Geometria y revistas cientificas a las que estaba suscrito. En resumen, al genio se le
unia un gran olfato y curiosidad por el conocimiento cientifico en general que llega
hasta el punto de que su obra puede servir como excusa para hacer un recorrido por
los avances cientificos mas importantes del siglo XX.

También en escultura, dentro de la tendencia actual de escultura geométrica en
la cual el objeto artistico coincide con el geométrico, conozco el caso del reconocido
escultor australiano John Robinson, afincado en Londres, que esta relacionado con
Ronald Brawn, un buen matematico inglés especialista en teoria de nudos y que es
la base para sus creaciones. Como anécdota, diré que Ronald es el padre del autor
del best seller Codigo da Vinci. O en musica, en la que desde hace tiempo surgio la
dodecafonica basada en algoritmos matematicos con los que se crean series
numéricas que determinan tiempos y compases. En este Ultimo caso se encuentra el
compositor canario Gustavo Diaz Jerez, quien en su web ofrece la descarga de un
editor musical, que llama fractalmus, con el que se pueden hacer composiciones de
este tipo.

Para cerrar este breve panorama, citaré dos casos relevantes: Escher y Gaudi.
La Alhambra ha sido musa de un sin fin de artistas. Escritores, pintores, musicos,
arquitectos, etc. la han interpretado magistralmente en sus creaciones. Tengo la
fortuna de tener una carta de H.S.M. Coxeter, mateméatico canadiense de
reconocidisimo prestigio mundial, en la que me explica como explicé a M.C. Escher,
el pintor holandés tan apreciado por los matematicos, el modelo para la geometria
hiperbodlica basado en el disco de Poincaré, a partir del cual cre6 el conocido
Angeles y demonios. Escher dejé escrito que fue precisamente en uno de sus viajes
a Granada cuando al visitar la Alhambra se dio cuenta de la division regular del
plano y que no salia de su asombro como algo tan “evidente” no se le habia ocurrido
a ningun otro artista antes que a él. Hay que decir que, en este momento de su obra,
la influencia de su hermano mayor fue enorme porque era cristalégrafo ya que los
principios estructurales de los mosaicos que decoran los palacios nazaries se basan
en el uso de la simetria del plano y, hace ya muchos afios, publiqué® cémo estaban
presentes en este singular conjunto monumental las 17 “redes” basicas con las que
se explicaria la cristalografia bidimensional, de ahi la importancia de los
conocimientos que su hermano le ensefara. Yo mismo, he dirigido una tesis doctoral
a un amigo de Bellas Artes que hace disefio asistido por ordenador y se ha acercado
a mi para que lo introduzca en el mundo de las estructuras periodicas de la mano de
la Teoria de Grupos como técnica creativa de composicion pictorica.

® pérez-Gomez, R., The four regular mosaics missing in the Alhambra. Comp. and Math. With Appls., vol 12, n° 2,
133-137, (1987).
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Figura 13. Angeles y demonios. M. Cornelius Escher, 1960.

El caso de Gaudi es también importante. En uno de los pocos documentos
escritos por él, el Manuscrito de Reus, dice cosas como “analizando fotografias de la
Alhambra he descubierto que...” y sigue explicando sus teorias arquitectonicas.
Gaudi hizo sus estudios de arquitectura en la Escuela de Arquitectura de Barcelona
y se guardan en ella, entre otros documentos relacionados con Gaudi, las fichas de
los libros que sacaba de la biblioteca para su lectura. Hay una gran cantidad relativa
a libros sobre la Alhambra de Granada. Una vez que es arquitecto, nos consta que
hizo un viaje a Granada, Cérdoba y Sevilla acompafiado de su mecenas, el Marqués
de Comillas y duefio de la Transmediterranea, para tomar contacto directo con la
arquitectura islamica de estas ciudades y hacer el proyecto de una catedral para
Tanger. Este proyecto nunca se realizd y fue la base de la Sagrada Familia. Las
influencias de estas arquitecturas andalusies, directamente observables, son
muchas y muy significativas. Citaré dos ejemplos. El primero, la epigrafia en lengua
arabe que figura sobre los muros y fuentes de los recintos nazaries se presenta en
latin sobre las torres de los evangelistas; y el segundo, las bases de las columnas
son sellos de Salomén que acaban en columnas doéricas perfectas y que son una
correspondencia directa del mosaico existente en los muros interiores del patio de la
Alberca del palacio de Comares.

.
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El lenguaje de Picasso

Ya he dicho antes que el desarrollo de la Geometria Proyectiva se vio
favorecido durante el siglo XVI por la necesidad de realizar mapas y cartas
geograficas con las que poder llevar a acabo viajes y descubrimientos de nuevas
partes del mundo. La solucion adoptada con més frecuencia consistiéo en proyectar
la esfera sobre un cilindro que toca a la esfera en su ecuador; es conocida como la
proyeccion de Mercator. Desde entonces ya ha llovido mucho. Las fotografias que
suministran los satélites dejan atras a todas las técnicas empleadas hasta nuestros
dias. Pero si volvemos la mirada al siglo pasado, cabe preguntarse acerca del
fundamento tedrico en el que se apoyo la elaboracion de un atlas que adn hoy
usamos. Imagine una esfera, similar al globo terrestre, a la que se pegan pequefos
papelitos de forma que quede totalmente recubierta por ellos. Sobre cada papelito se
proyecta, ortogonalmente de dentro afuera, el trozo de esfera sobre el cual esta
pegado. Cada papelito formara una “carta” que, haciendo un libro con ellas,
formaran un “atlas”. La formalizacion de estas ideas es parte de la llamada
Geometria Diferencial, una geometria propia del siglo XX, en la que los “papelitos”
son planos tangentes en puntos de cartas locales de la esfera, y que estudia
localmente curvas y superficies®:

“El problema de construir mapas planos de la superficie de la tierra fue uno de
los que dio origen a la geometria diferencial, que se puede describir a grandes
rasgos como la investigacion de las propiedades de curvas y superficies en el
entorno de un punto.”

El término “geometria diferencial” fue usado asi por primera vez por Luigi
Bianchi (1856 — 1928) en 1894, pues se trata de un marco tedrico mas general en el
cual se integran las geometrias no euclidianas y mas que eso: todas las geometrias.
La geometria ya no trata de puntos o rectas del espacio, sino de lo que se llama
variedades. El punto de partida puede decirse que era el trabajo realizado por Gauss
en la construccion de mapas y la llamada Geodesia, que apoyaria un nuevo enfoque
sobre la naturaleza del espacio.

La geometria diferencial trata de las propiedades de las curvas y superficies
gue varian de un punto a otro, y estan sujetas a variaciones (de punto en punto)
donde tiene sentido la utilizacion de las técnicas del Célculo. Gauss, en su
Disquisitiones Generales circa Superficies Curvas, ofrecié la nueva idea que usaria
Riemann: una superficie se podia ver como un espacio en si mismo. En su
investigacion, Riemann concluyé que, para estudiar el espacio, debia hacerse
localmente y no como un todo: el espacio se debia analizar por pedazos. Una
variedad diferencial es uno de esos pedazos a estudio. Constituye, de esta forma, la
Geometria Diferencial un elemento revolucionario para la concepcion del espacio,
mas aun que las restantes geometrias, dado que éstas mantenian la imagen de un
espacio real intocable en el cual se encontraban las figuras, cuyas propiedades
'reales' tenian que desvelarse matematicamente bien con unos métodos sintéticos
puros, bien con unos medios de coordenadas no intrinsecas.

® Bell, E.T., Historia de las matematicas, p. 365, Ed. Fondo Cultura Econémica (2003).
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Figura 14. Red de triangulos para definir “un espacio”. Cuadro de la
serie de Las meninas de Picasso.

El cubismo. Por todo lo visto anteriormente, Las meninas de Veldzquez estan
asociadas al concepto clasico del espacio —habitacibn en la cual se esta
desarrollando la escena- en el que se encuentran las figuras —los personajes del
cuadro-. ¢ Cabe pensar en unas meninas desde el nuevo concepto del espacio que
da la Geometria Diferencial? La respuesta es afirmativa: Si.

Pablo Ruiz Picasso recrea el espacio “a trozos” de Las meninas. El espacio no
s6lo tiene tres dimensiones que hay que representar fielmente en el lienzo. Se
estudia localmente, de ahi la evidente triangulacion de este cuadro que forma parte
de la serie aludida al comienzo. Si en el cuadro de Velazquez se hace desaparecer
un personaje o un elemento decorativo de la habitacion, el espacio no se vera
modificado, soélo lo hara la escena; si, por el contrario, se elimina un trozo de esta
version de Picasso, el espacio hay que reorganizarlo completamente de nuevo. Es
una nueva concepcion del espacio como una red de redes en cuyos vertices se
encuentran los puntos que definen a cada una de ellas y que se eligen siguiendo un
mismo criterio.

Por otro lado, como ya ha quedado de manifiesto, Veldzquez utiliza todo el
conocimiento disponible en su época sobre diferentes perspectivas para que su
cuadro fuese perfectamente visto por cualquier persona que lo observe a la distancia
adecuada (perpendicularmente a su plano, delante de él, justo en el medio y a una
distancia igual a su anchura). A Picasso se le ocurrié como se veria el cuadro desde
dentro del cuadro; es decir, como lo verian los personajes que forman parte de él.
iGenial!, ¢verdad? Claro, cada uno veria “su trozo”, como si fuese uno de los
papelitos a los que me referia antes sobre los que se proyectaba la esfera
“localmente” (es decir, por entornos de puntos) que después se “pegarian” juntos
para hacer el atlas. Concretamente, de dofia Agustina de Sarmiento verian sus
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compafieros y compaferas de cuadro los siguientes elementos que, junto al punto
de vista externo, son suficientes para representar completamente al personaje’
(recuérdese que todos los papelitos pegados deben representar la tierra entera):

Figura 15. Dofia Maria Agustina de Sarmiento vista por 6 0jos.

" Corrales Rodrigafiez, C., Un paseo por el siglo XX de la mano de Fermat y Picasso, Ed. U. Complutense (2001)
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a) Bandeja, desde arriba y bucaro —vistos por Agustina Sarmiento—, b) palma de la
mano —vista desde la posicion de Veldzquez—, c) contorno de cabeza y pelo —visto
por la Velasco y los guardadamas—, d) ojo izquierdo —visto por Nieto Velazquez—, e)
ojo derecho y lazo en lado derecho de su cabeza —vistos por cualquier espectador
del cuadro- f) y garganta —vista por el mastin, desde abajo—. Pegados los trozos
convenientemente, queda:

Figura 16. Dofia Maria Agustina de Sarmiento. Picasso, 1957.

iQué bien entendio este pintor malaguefio la geometria propia de su tiempo!
¢, Como, si no es que estaba investigando sobre un nuevo lenguaje pictorico, puede
entenderse tal dedicacion a esta serie? Seis planos de coordenadas, seis
proyecciones sobre ellos y no sélo tres como en la Geometria Euclidea, son los
propios para representar el espacio de cuatro dimensiones: jeso es el cubismo de
Picasso! Esto responde completamente a la pregunta que hacia al comienzo de este
epigrafe. No me cansaré de llamar genio entre los genios a ese insigne pintor
andaluz, sin lugar a dudas el pintor espafiol mas influyente del siglo pasado.

¢Sabia Matematicas Picasso? No he tenido acceso a ninguna biblioteca
desde la que poder dar respuesta a esta pregunta como lo hiciera anteriormente con
Veldzquez. Sin embargo, si es conocido el que en diversas reuniones de la conocida
como La bande a Picasso, grupo formado por el pintor malaguefio y sus ruidosos
amigos, se hablara de problemas matematicos. Por ejemplo, el 22 de noviembre de
1908, en el numero 13 de la place Ravignan (en la actualidad place Emile Goudeau)

.
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de Paris, estaba instalado Picasso y, segun la policia, era un “nido de anarquistas,
nihilistas, simbolistas, bohemios y otras gentes de mal vivir’, en la cena homenaje al
pintor que llamaban el Aduanero Rousseau, el poeta Max Jacob planteé el siguiente
problema:

“Seis amigos beben cerveza en la tasca de Azon y, en total,
bebieron 21 vasos. Si cada uno de ellos ha bebido distinto nimero
de vasos, ¢,cuantos vasos ha bebido cada uno?”

En la misma reunién, aparecieron el pintor madrilefio Juan Gris y el también
poeta Guillaume Apollinaire. Este ultimo, propuso (dirigiéndose a Picasso):

“Partiendo de la teoria de descomponer las figuras en formas
geomeétricas, nuestro amigo ha inventado el cubismo. Pues bien,
yo 0s propongo lo siguiente: A ver si somos capaces de dibujar un
rectangulo en un papel cuadriculado sombreando las casillas del
contorno. Asi, el nimero de casillas, es decir, de pequefios
cuadrados que componen la cuadricula, sera menor, igual o
mayor que el namero de casillas del interior del rectangulo. Y
ahora pregunto: ¢podremos dibujar un rectangulo de proporciones
tales que el borde (de una casilla de anchura) contenga un
numero igual de casillas que el rectangulo blanco interior?

Figura 17

A la misma reuniéon se incorporaron Alice B. Toklas y Gertrude Stein, unas
americanas que deseaban comprar algin cuadro de Picasso. Al ver que estaban con
el problema anterior, Alice dijo:

“Esta mafiana me encontré con un problema muy curioso pintado

con tiza sobre la acera. Y como al que lo pint6 le debia de temblar
el pulso, pues los cuadrados eran muy poco cuadrados.”
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Alice, poniéndose en pie cogidé un carboncillo y dibujo en el suelo tres
cuadrados que formaban una figura en forma de L. Todos los componentes de la
banda, al ver a la norteamericana dibujando en el suelo del estudio, dejaron de
resolver el problema del rectangulo y se acercaron en bloque, justo cuando ella se
levantaba y decia:

“Asi estaban colocados los 3 cuadrados.
El enunciado del problema decia:
¢,Cudl es el numero minimo de casillas que se deben colorear en un

tablero de 6 x 6 casillas cuadradas para que sea imposible recortar
de la parte sin pintar un pedazo con la siguiente forma:”

Figura 18

No pretendo decir con esta anécdota que Picasso se preocupara por las
Matematicas. Sin embargo, como decia antes, queda claro que en su entorno si se
hablaba de problemas ingeniosos de Geometria y, desde luego, es evidente su gran
intuicibn geométrica a la hora de interpretar el espacio de cuatro dimensiones en su
interseccion con el de tres.

A modo de epilogo

Ha debido quedar clara la importancia de las concepciones de espacio para
crear ambas “meninas”. El del siglo XVII que se aplicara para crear Las meninas de
Veldzquez y el existente en el siglo XX con el que se elabor6 el lenguaje cubista de
Picasso. Ambas obras enfrentan la concepcién clasica del espacio como una “caja”,
en cuyo interior se encuentran los objetos, con la moderna, como una red de
conexiones entre sus puntos. La Geometria de Euclides y la Geometria Diferencial,
respectivamente. Cada obra obedece al conocimiento geométrico de su tiempo.
jFantastico! Pero, ¢hubiera sido posible hacerlas de otra forma? Tanto en el siglo
XVII como en el XX, no si en los cuadros se desea dejar constancia de los avances
geométricos habidos en ellos.

.
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Ultimamente han surgido nuevas teorias para imitar formas que solo la
Naturaleza puede crear, que no son construibles con regla y compéas. Me refiero a
los “fractales”. Una linea fractal es la linea de una costa, el dibujo que hace en el
cielo un rayo durante una tormenta, etc. De nuevo, el mundo del arte su “pone las
pilas” e incorpora estos monstruos modernos a sus creaciones. Ni mas ni menos que
José Saramago describe un fractal en una de sus novelas (Todos los nombres,
Alfaguara) en uno de sus capitulos titulado EI cementerio general. En él describe
una forma natural, la de una dendrita, que admite un modelo tedrico como un objeto
fractal. ElI concertista y compositor canario Gustavo Diaz Jerez se suma a los
nuevos estilos musicales y trabaja en la llamada “musica seriada”, basada en series
numericas obtenidas a partir de algoritmos propios de la fractalidad... Y el Arte sigue
su camino, haciendo que reconozcamos la belleza como uno de los valores
irrenunciables en nuestra sociedad, en el que las Matematicas pueden ser una gran
herramienta para poder compartir con los demas esa belleza que toda obra de arte
encierra. ¢ COmMo serian unas meninas con esta nueva geometria?

Desgraciadamente, la ensefianza de las Matematicas no ha conseguido que
sean entendidas como lo que son: ‘Una forma de pensar'. ¢ Cudles serian algunas
caracteristicas de esta forma de pensar? Fundamentalmente, reconocer los
problemas, enunciarlos y elaborar conjeturas para iniciar la busqueda de soluciones
y, Si las hubiere, detectando cual es la mejor. Es decir, saber analizar una situacion,
haciéndonos preguntas y buscandoles respuestas, mediante el uso de una serie de
técnicas que nos permiten pensar bien en el sentido de que no damos lugar al olvido
de algun caso o a la incorreccién del razonamiento en alguno de sus pasos. Pero
también hay que decir que forma parte de esta “forma de pensar” el concebir nuestra
tarea frente a un problema como un juego o reto en el que nos gusta participar. La
pena es gue no se consigue trasladar al alumnado el gusto por la belleza de las
Matematicas, por el arte de pensar mejor, ni la importancia que tienen en nuestra
sociedad porque, la mayoria de las veces su uso es poco visible y otras es el propio
profesorado quien lo desconoce y se refugia en sus clases en “orgias” de torres de
quebrados y problemas tan maravillosos como inutiles. No obstante, en caso de
haberse producido, estas malas experiencias no justifican el que determinadas
personas a quienes, por ejemplo, se les supone la formacién universitaria, cometan
la temeridad de afirmar publicamente que “las Matematicas no sirven para nada”. A
ellas van dirigidas las palabras del matematico britanico Hardy?®:

“Las civilizaciones babil6nica y asiria han perecido... pero sus matematicas son
todavia interesantes y el sistema sexagesimal de numeracion se utiliza ain en
Astronomia... Las mateméticas griegas perduran mas incluso que la literatura
griega. Arquimedes sera recordado cuando Esquilo haya sido olvidado, porque las
lenguas mueren y las ideas matematicas no”.

Ojala que “ningun Esquilo” desaparezca, pero es seguro que Euclides no lo hara.

8 Hardy, G., Apologia de un matematico. Ed. Nivola, 2000.
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Introduccion

La ensefianza de las matematicas para personas con necesidades educativas
especiales es una tarea que, por afectar a un sector minoritario de la poblacion
estudiantil, no debe quedar olvidada por parte de los profesionales implicados en la
ensefianza: profesores, instituciones educativas, investigadores, etc.

Este nimero monografico, que hemos titulado “Matematicas especiales para
alumnos especiales”, quiere ser una pequefia contribucion de la revista Union en la
ayuda a los profesionales que trabajan con “alumnos especiales” para la mejora de
su aprendizaje matematico. Entendemos como “especiales” al alumnado que
requiere un tratamiento especifico en el aula de matematicas, e incluimos tanto a los
que presentan dificultades de aprendizaje, debido a determinadas discapacidades
(sordos, ciegos, deficientes mentales...), como a los que presentan altas
capacidades o talentosos y también a los que tienen otro tipo de caracteristicas
diferenciales, como los que aprenden mateméticas en edad adulta.

La declaracion del afio 2000 como el afio mundial de las matematicas planted
la reflexion de cémo poner al alcance de todo el alumnado las mateméticas
necesarias para formar ciudadanos del siglo XXI. Los Principios y Estandares para la
Educacién Matematica (desarrollados por el National Council of Teachers of
Mathematics, 2000) presentan seis principios que describen las caracteristicas de
una educacion matematica de alta calidad. Estos principios son: Igualdad, Curriculo,
Ensefianza, Aprendizaje, Evaluacidon y Tecnologia. El principio de igualdad
manifiesta que “la excelencia en la educacién matematica requiere igualdad; altas
expectativas y fuerte apoyo para todos los estudiantes”. Se sefiala que “todos los
alumnos”, con independencia de sus caracteristicas y circunstancias personales,
deben tener oportunidades para aprender matematicas. Es un principio loable y justo.

Consegquir la igualdad para todos los alumnos requiere principalmente, ayudas
y tiempo. Ayudas al profesorado para que disponga de recursos (humanos y
materiales) que permitan trabajar las situaciones propias de este alumnado; Tiempo
para que los profesores realicen las adaptaciones del curriculo o creen materiales
adaptados y tiempo también para los estudiantes que lo necesitan, para desarrollar
las tareas que les permitan consolidar el conocimiento matematico.

Aunque somos conscientes de que no hemos tratado en este monografico
todas las necesidades educativas especiales, los trabajos presentados muestran el
esfuerzo de profesores e investigadores por crear recursos y por profundizar en
entender la manera en que este alumnado tan caracteristico, aprende matematicas.



oflatematicas especiales Introduccién
paza alumnos t&pmiaic.*- Alicia Bruno

La profesora M2 Trinidad Camara presenta un material curricular adaptado para
alumnado sordo, dedicado a la enseflanza de los numeros en la educacion
secundaria. Dicho material es el fruto de una necesidad real de profesores que
contaban en su centro con alumnado sordo.

La investigacion en educacibn mateméatica también se ha acercado a los
alumnos especiales. En este monogréfico, este hecho queda de manifiesto a través
de los tres articulos. El trabajo de la profesora Juana M2 Ortega muestra la
importancia del uso del ordenador en el aprendizaje matematico del alumnado con
sindrome de Down. La autora aporta informacion sobre herramientas informaticas
gue dan respuesta a las dificultades del alumnado con deficiencias en el aprendizaje
matematico. Los profesores Nuria Rosich y Angel Casajis presentan un estudio en
el que se compara el conocimiento de alumnos con Déficit de Atencion e
Hiperactividad (TDAH) en la resolucion de problemas aritméticos-verbales frente a
alumnado sin esta deficiencia. Los errores manifestados por los estudiantes con
TDAH en estos problemas han servido para dar pautas metodoldgicas que ayudan a
mejorar su aprendizaje. Muy diferentes son las necesidades de los alumnos con
talento en matematicas, como asi nos lo hace ver el trabajo de los profesores
Enrique Castro, Maryorie Benavides e Isidoro Segovia. Estos autores sintetizan una
investigacion realizada con alumnado talentoso, en la que han desarrollado un test
para evaluar el conocimiento sobre la resolucion de problemas de estructura
multiplicativa. Dicho test ha servido, al mismo tiempo, para conocer los errores que
cometen los alumnos de altas capacidades en la resolucion de este tipo de problemas.

En Espafia, el proyecto ESTALMAT, que tiene como objeto detectar y estimular
el talento precoz en matematicas, estd ampliamente consolidado en diferentes
comunidades auténomas. Los profesores Eugenio Herndndez y Mercedes Sanchez
nos muestran en su trabajo como se desarrolla en la actualidad el proyecto, asi
como algunos ejemplos de actividades que realizan con los alumnos.

En esta misma linea, los profesores Ana M2 Martin y Angel Tenorio presentan
la organizacion de un curso denominado Aula Abierta de Mayores en la que reciben
formacion matematica personas con edades superiores a los 55 afios, en la
Universidad Pablo de Olavide de Sevilla. Nos presentan la estructura del curso y
algunos ejemplos de actividades matematicas que han disefiado.

Un caracter diferente tiene la entrevista realizada al profesor Armando
Arencibia por parte del profesor Luis Balbuena, ya que en este caso, la discapacidad
la presenta el profesor. La entrevista nos narra la trayectoria de un profesor de
matematicas ciego. Su experiencia y su esfuerzo es un ejemplo de como se puede
realizar una labor profesional ejemplar con una discapacidad fisica. Como él mismo
nos transmite, su experiencia, los materiales que ha creado y su manera de
acercarse a las matematicas, le pueden servir en el futuro para ayudar a alumnado
gue presente esta misma discapacidad.

Esperamos que los articulos de este monografico sirvan de referencia y de
apoyo, y ayuden en la busqueda de nueva informacion a los profesionales que
trabajan con alumnos especiales. El equipo editorial de Unién agradece a todos los
autores su contribucion en este nimero “doblemente especial’”.
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Cinco cuadernillos para el estudio de los numeros
dirigidos a alumnos con deficiencia auditiva

M2 Trinidad Camara Meseguer

Resumen

Un grupo de profesores de Matematicas e intérpretes de Lengua de Signos del IES Juan
Carlos | de Murcia realizamos cinco cuadernillos en los que adaptamos los temas sobre
numeros Naturales, Enteros, Racionales, Irracionales y Reales a alumnos con deficiencia
auditiva. Estos cuadernillos se realizaron a través de un proyecto de innovacion llamado “El
estudio de los nimeros para alumnos con deficiencias auditivas (ESO y Bachillerato, 12-17
afios)”. En este articulo se explica como surgié el proyecto, la estructura de los cuadernillos
realizados, su puesta en practica y las perspectivas futuras.

Abstract

A group of Mathematic teachers and Signal Language Interpreters of the Secondary School
Juan Carlos | of Murcia made five booklets in which the study of Natural, Integer, Rational,
Irrational and Real numbers was adapted for students with audio deficiencies. These booklets
were made as part of an innovation project called “Numbers study for students with audio
deficiencies (ESO and Bachillerato, 12-17 years)”. This paper explains the origin of the
project, the booklets structure, the application of the project and possible future applications.

Introduccion
Los alumnos oyentes (sin deficiencia auditiva) completan las explicaciones del
profesor con la lectura de libros de texto y recuerdan continuamente como se dice

3 .
\/_, 7 127,... pues lo estan oyendo cada vez que el profesor los nombra en sus

explicaciones.

Los alumnos con deficiencia auditiva y que se comunican en Lengua de Signos
reciben la explicacion a través de lo que sus 0jos ven en la pizarra y los signos que
la intérprete de Lengua de Signos realiza para comunicarles la explicacion del
profesor.
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Pero, ¢cuando ve escrito el alumno las palabras “raiz cuadrada”, “tres cuartos”,
“ciento veintisiete”,...? ¢la terminologia usada en los libros de texto resulta
comprensible para una persona con deficiencia auditiva? ¢qué le cuesta mas al
alumno, entender las expresiones en espafol de un libro de texto o el concepto
matematico?

Un grupo de profesores e intérpretes de Lengua de Signos del IES Juan Carlos
| de Murcia, hemos realizado cinco cuadernillos sobre nimeros en los que utilizamos
estrategias distintas a las de otros libros de texto para tratar de solucionar los
problemas antes expuestos.

¢, Como surge el proyecto?

El IES Juan Carlos | de Murcia ha sido desde el curso 93-94 hasta el curso 06-
07 uno de los centros de Murcia donde se integraban de forma preferente alumnos
con deficiencia auditiva. La mayoria de estos alumnos se comunican en Lengua de
Signos y en clase ademas del profesor de la asignatura, tienen un intérprete de
Lengua de Signos.

Como profesora de Matematicas trabajé con ellos por primera vez en el curso
98-99. En dicho curso me encontré con 2 alumnas en 1° de Bachillerato de Ciencias
de la Naturaleza y la Salud y 2 alumnos en 1° de Bachillerato de Ciencias Sociales
(16 afios, es una ensefianza no obligatoria y preparatoria para la Universidad o
modulos profesionales de grado superior). Los cuatro alumnos se comunicaban en
Lengua de Signos y en todas mis clases tenia una intérprete de Lengua de Signos
gue hacia de puente de comunicacion.

A pesar de tener intérprete de Lengua de Signos, me resultaba muy
desagradable no poder dirigirme a mis alumnos directamente y necesitar siempre de
una intérprete. Decidi comenzar a aprender Lengua de Signos y pronto pude
relacionarme con ellos de forma mas directa.

Al curso siguiente, al comenzar a comunicarme en Lengua de Signos con cierta
soltura, desde jefatura de estudios se plantea la posibilidad de dar clase de
matematicas a los alumnos de 3° y 4° ESO (los 2 ultimos afios de ensefianza
obligatoria, 14-15 afios) en pequefios grupos formados por alumnos con deficiencia
auditiva. Durante este curso, al tratar a los alumnos de forma mas directa e
individual, observé algunas situaciones curiosas:

e Asi, una alumna que ya realizaba actividades como calcular /1024 con
cierta soltura, se queda parada ante la siguiente actividad:
“Halla la raiz cuadrada de: a) 121 b) 900 c) 1764”

Le pedi que leyese otra vez la actividad porque si sabia hacerla, y al observar

Sus manos vi como la expresion “raiz cuadrada” la signé como “raiz de un arbol
y un cuadrado (poligono)”
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Esto me hizo pensar ¢cuando le habia dicho yo que \/_ se dice “raiz

cuadrada”? Y si se lo dije fue una sola vez, mientras que sus compafieros
oyentes lo estaban oyendo continuamente en clase.

e Otra vez en un examen habia dos preguntas:
1. Descompén en factores: a) 256 b) 363
2. Halla el m.c.d. y m.c.m. de 1024 y 500.

Una alumna contestd correctamente a la segunda cuestion pero ni siquiera
empezo la primera. Al preguntarle por qué no hizo la primera pregunta me dijo:
“¢qué es “descompon en factores™?”

e Al trabajar con programas de ordenador, lo que mas les costaba a estos
alumnos eran actividades en las que se relacionaban poligonos con su
nombre, nUmeros con su nombre,...

Todas estas experiencias y las que la intérprete observaba, nos llevaron a
plantearnos la posibilidad de escribir los temas adaptados a su lengua para que
tuviesen un libro de consulta y refuerzo, al igual que lo tenian sus compafieros
oyentes.

En un principio, se pens6 en adaptar los libros de texto que llevaban sus
compafieros, pero esto era muy arriesgado ya que estos libros cambian después de
unos afos. La otra opcién que barajamos, y que finalmente llevamos a la practica,
era la de escribir los temas adaptados independientemente de cualquier editorial.

Realizacion del proyecto

Al comenzar el curso 00-01 un grupo de profesores del departamento de
Matematicas y las dos intérpretes de Lengua de Signos del IES Juan Carlos |,
solicitamos ayuda a través de un proyecto de innovacion para realizar cinco
cuadernillos adaptados a alumnos con deficiencia auditiva sobre los nimeros:

Los numeros naturales.
Los nameros enteros.
Los numeros racionales.
Los nameros irracionales.
Los nimeros reales.

akrwnhE

Estos temas no se corresponden con el curriculum de ningun curso pero si
forman un bloque importante que se estudia desde los primeros cursos de
secundaria hasta primero de bachillerato.

Asi, el primer tema es abordado por alumnos oyentes en la etapa de primaria

(hasta 12 afios), pero para una persona con deficiencia auditiva la resolucién de
problemas con texto resulta muy complicada y se pospone su estudio hasta la etapa
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de secundaria (12-15 afios). Los temas 2 y 3 se estudian de forma ciclica a lo largo
de toda la secundaria (12-15 afios). Los temas 4 y 5 se desarrollan sobre todo en 3°
y 4° de ESO (14-15 afos) y en 1° de Bachillerato (16 afios).

Las diferencias entre la forma de abordar estos temas en estos cuadernillos y
en un libro de texto normal son:

1.

2.

Recordar de forma reiterada como se dicen los simbolos y nimeros que
aparecen en el texto.

Explicar mediante sindnimos, dibujos o Lengua de Signos aquellos términos
gue consideremos interesantes que un alumno conozca.

. Adaptar las explicaciones tanto de teoria como de problemas resueltos. Para

ello, en lugar de realizar la explicacion usando muchas frases (como
acostumbramos a hacerlo con alumnos oyentes), hacemos explicaciones
mas visuales: con flechas, color, frases cortas,...

. Transcribir la explicacion teorica adaptada a una explicacion tal y como

aparece en cualquier libro de texto para que se vayan familiarizando con la
terminologia y expresion de los libros de texto normales.

. Abordar en cada cuadernillo el tema con la misma profundidad que lo harian

los libros de texto normales.

Estructura de cada cuadernillo

Cada tema o cuadernillo se divide en tres partes:

Teoria.
Problemas resueltos.
Problemas propuestos.

El apartado de teoria se realiza en doble version:

Las paginas derechas desarrollan el contenido tal y como puede aparecer en
cualquier libro de texto y las realizaron los profesores del departamento de
Matematicas (Fig. 1).

En las paginas izquierdas aparece el texto adaptado. Tratan el mismo
contenido que la correspondiente pagina derecha, pero usando otros
recursos que hiciesen mas facil la comprension a un alumno con deficiencia
auditiva (Fig. 2). Estas paginas las realizamos entre las intérpretes de
Lengua de Signos y yo (profesora de Matematicas con conocimiento de
Lengua de Signos y experiencia en la ensefianza a alumnos con deficiencia
auditiva).

Los recursos utilizados para adaptar el texto fueron: frases modificadas para
tener una estructura mas cercana a la Lengua de Signos (Fig. 3), flechas (Fig. 4),
uso del color (Fig. 4 y 5), explicaciones al margen (Fig. 6),...

Posteriormente, una alumna sorda profunda de 1° de bachillerato de ciencias
leia las paginas adaptadas y marcaba todas las palabras o expresiones que no
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entendia. Si lo marcado creiamos que se podia cambiar o explicar de otra forma, lo
modificAbamos, pero si no, se ponia en cursiva y se aclaraba al margen usando un
sinénimo, una explicacion, un dibujo o un signo (Fig. 7). También, se usé el margen
para recordarles como se leen determinadas expresiones matematicas, numeros,
fracciones, raices,... (Fig. 8).

LOS NUMEROS REALES

Llamamos numeros reales al conjunto formado por los nimeros racionales
y los nimeros irracionales. Los numeros reales se representan como R.

| R=QuI |

Asi, los nimeros que hemos visto en estas 5 unidades se pueden resumir en:

N=1{0,1,2, ..}

|

Z=NU{-1,-2,-3, ..} = {y-3,-2,-1,0,1, 2, 3, ...}

|

Q=Zu {fracciones } | = {ndmeros con expresion decimal infinita}
R=Qul

En este tema vamos a definir una serie de conceptos que afectan a todos los
numeros estudiados hasta ahora.

Figura 1: Ejemplo de un fragmento de lo que seria una pagina sin adaptar.

NUMEROS REALES

Los nUmeros reales son los nimeros racionales + los nudmeros
irracionales. Su signo es R.

Recuerda: U
quiere decir unién

| R=QuI |
Resumen de los niumeros que ya hemos visto en los temas 1 hasta el 5:
N=1{0,1,2, ...}

|

Z=NuU{-1,-2-3, ..} =1, -3,-2,-1,0,1,2,3, ...}

|

Q=Z v { fracciones } | = {nimeros con expresion decimal
\injinita} /
R=Qul

concepto

En este tema, vamos a explicar algunos conceptos que valen para todos
los numeros ya estudiados hasta ahora.

Figura 2: Ejemplo del mismo fragmento de la Figura 1 pero en la pagina adaptada.
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Para hacer algunas operaciones (ordenar, suma'y Para realizar ciertas operaciones que después

resta) hacen falta fracciones con el mismo explicaremos, como: ordenacion, suma y resta,

denominador (n° de abajo). (Cémo se hace? necesitamos que todas las fracciones que
intervienen en dicha operacion tengan el mismo
denominador.

Figura 3: Ejemplo del mismo texto en la pagina izquierda (adaptado) y en la pagina derecha. Se trata
de construir frases con una estructura parecida a la Lengua de Signos y que el vocabulario
empleado sea de facil comprension.

7 R
— — Hacemos la divisién 7 |2
2 1 /3
resto cociente
LA
2 2

SIMPLIFICACION DE RADICALES
Para simplificar los radicales, primero descomponemos el radicando (el nimero dentro de la
f) y después, si podemos simplificamos, ¢como?

1. Sacar nameros fuera de la raiz. ;Como? los exponentes divididos (:) entre indice de la

raiz. Salen fuera ndmeros ¢cudntos? Segun cociente. NUmeros dentro ¢cuantos? segun
resto.

indice
Ejemplo: /

Ya1472 =32° .3* (9y 4 son exponentes)

descomp$nemos en factores

s b— A

0 3 \
den'lo 2° Fuera 2° dbétro 3! FXera 3t

Ya1472 =329 .34 =23.3L. 33

Figura 4: Ejemplos de como el uso del color y de las flechas ayudan al alumno a seguir la
explicacion, evitando utilizar texto. Fragmentos de paginas adaptadas.
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Por ejemplo 543
centenas |decenas |unidades
5 4 3

5 centenas, 4 decenas y 3 unidades — 5 veces cien, 4 veces diez y 3 unidades — 500 + 40 + 3

Figura 5: Ejemplo de como el uso del color es el que hace que el alumno relacione centenas con el
numero de cientos y con 00. Fragmento de una pagina adaptada.

Recuerda:
Teorema de
Pitagoras. Es una
férmula que dice:

En un tridngulo
rectangulo la
hipotenusa al
cuadrado = cateto al
cuadrado + otro cateto

al cuadrado
c a
b
a2=h?+c?

a se llama hipotenusa
by c se llaman catetos
Primos entre si: dos
nlmeros son primos
entre si ;cuando?
Descomponemos; si
no hay factores
iguales, son primos
entre si

NUmero par: si
numero es igual a 2 -

otro numero.

SIEMPRE sin° T 2 es
par entonces n° es par

¢) Un cuadrado, con lado entero (un ndmero sin decimal, sin
coma) entonces la diagonal mide un ndmero irracional. Ejemplo
un cuadrado con lado = 1, usamos el teorema de Pitagoras, y la

diagonal mide 2

A

<« diagonal

1

V2 es irracional, ¢como lo sabemos? Irracional quiere decir que
no es igual a una fraccion.

Ejemplo: Siv2= ¢ ; simplificamos % hasta que no podamos

!
mas ——
b

a . p
\/_ = B yay b son enteros, Yy primos entre si.

Entonces pasamos b arriba > b - J2 =a
y elevando al cuadrado 12-> b? (ﬁ)z =a’> b2.2=a?

Entonces a” es un niimero (da igual cudl), pero par, porque: a° = 2-b?
Si a® es par entonces a es par, lo que quiere decir que a es igual a
2 - otro numero (da igual cudl), por ejemplot —>a=2 -t

a2 =202 (242 = 207 - 4= 2.7 > %-tz =b? > 22 =12
Entonces b? es par (porque b? = 2.t°) — Entonces b es par.

Eso es imposible, porque yo antes he dicho que a y b son primos
entre si, no pueden ser los dos par.

Figura 6: Ejemplo de explicaciones al margen como complemento a la explicacién. Fragmento de

una pagina adaptada.
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mides — del verbo medir

Muchas veces cuando t0 mides una cosa, no puedes decir el
numero exacto, dices el niUmero aproximadamente ....

s6tano = pisos bajo tierra.
Ejemplo: garaje de coches
en El Corte Inglés

Los numeros naturales no valen para todas las situaciones de la
vida. Por ejemplo seguro tu has visto un ascensor. El ascensor
tiene nimeros negativos (-), por ejemplo -1, -2, -3 que quiere
decir sotanos de un edificio; la temperatura también puede ser
negativa, ejemplo -10°, -11°, -3°, que quiere decir "menos de 0".

JERARQUIA = orden

JERARQUIA DE OPERACIONES

Jorge para ir al instituto tiene que coger el autobus que le cuesta 1 €
por viaje.

a) ¢Cuanto se gasta al mes en el autobus?
b) Si saca un bono de 20 viajes que le cuesta 18 €, ;gastard mas con el
bono o0 menos?

2 filas con 6 asientos en

En un cine hay 20 filas y 25 asientos en cada fila. ;Cuéntas personas
pueden sentarse en el cine?

cada fila
*,
-, Estos numeros se empezaron a usar hace mucho tiempo, y se
% usan mucho para contar cosas, aunque nosotros también las
. usamos para otras cosas:
contar

I_

Descuento/rebajado

En unos grandes almacenes estan rebajados todos los articulos un
20%. Indica el precio final de cada uno de los siguientes articulos:

a) Una falda de 36”14 euros.
b) Una cdmara de fotos de 70°3 euros
¢) Un juego de 30°12 euros

Figura 7: Ejemplos de cdmo usamos el margen para explicar las palabras que aparecen en cursiva
en el texto. Estas palabras han sido marcadas por alumnos sordos profundos como desconocidas.
Fragmentos de paginas adaptadas.
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1/8 se dice un octavo

162 54 18 6
135 45 15 5

se dice:

162 partido por 135 es
igual a 54 partido por 45
es igual a 18 partido por
15 es igual a seis quintos

1/ 8 de pizza quiere decir: de una pizza hacemos 8 partes y cogemos 1

162_54_18_6
135 45 15 5

los nimeros -1, -2, -3, ...
se llaman ndmeros
negativos y los numeros

Los nameros naturales no valen para eso, necesitamos otros ndmeros:
los nimeros enteros. El conjunto de nimeros enteros se llama Z y son
los nimeros 0, 1, -1,2,-2,3,-3 ...

1,2, 3,..sellaman
nlmeros positivos.
Los numeros negativos
se leen:

-1 — menos uno

-2 — menos dos

Z={,-4,-3-2-1,0123,4,..}

Depende n se dice:
J raiz cuadrada

3 raiz cubica
4" raiz cuarta
3 raiz quinta

Figura 8: Ejemplos de cémo usamos el margen para recordarles como se leen distintos nimeros.
Fragmentos de paginas adaptadas.

El motivo por el que se escribid la teoria a doble pagina era que los alumnos
fuesen capaces de entenderla en las paginas izquierdas y pudieran comparar con
las paginas derechas y de esta forma, en un futuro, fueran capaces de entender
otros libros de matematicas.

Los apartados de problemas (tanto problemas resueltos como problemas
propuestos) tienen un formato diferente al de la teoria. Se escriben sélo en una
version y, por tanto, no hay distincion entre paginas derechas e izquierdas.

Los enunciados aparecen tal y como pueden aparecer en cualquier examen o
libro de texto, y solo llevan aclaradas al margen (con un signo, un dibujo, una
explicacion o usando sinénimos) todas aquellas palabras o expresiones que los
alumnos sordos de nuestro centro nos indicaron que no conocian (nunca se adaptan
estos enunciados).

Las palabras o expresiones aclaradas al margen, aparecen en cursiva en el
texto para indicar al alumno que tiene una explicacién en el margen.
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En el apartado de problemas resueltos, las soluciones tienen una estructura
diferente a la que podemos encontrar en otros libros. Aqui sustituimos explicaciones
largas y con mucho vocabulario por esquemas, dibujos, color y frases cortas con una
estructura adaptada para que resulte mas cercana a la estructura de la Lengua de
Signos, aunque intentando que esta estructura sea correcta en Lengua Castellana
(Fig. 9). En el caso de los problemas propuestos solo aparece la solucion final.

Expresa en gramos:
a) Tres cuartos de kilo.

b) Medio kilo.
C) Un kilo y medio.
Solucion

TU sabes que:
1 KILO = 1000 GRAMOS

a) Tres cuartos de kilo = % x 1000 gramos

%1000 = % = 750 gramos

b) medio kilo = La mitad de un kilo = % x 1000 gramos

%-1000 = % =500 gramos

¢) Un kilo y medio = Un kilo y medio kilo = 1000 gramos + 500 gramos = 1500 gramos

CUyo = suyo Escribe en forma de intervalo abierto un entorno de la recta real cuyo centro
sea -3y su radio sea 2.
Solucion
E(-3,2)=(-3-2, -3+2)=(-5,-1)
Empiezaen -3y da?2 pasgs ala derech?? y 2 pasos a la izquierda.

-5 -3 -1
Dados = me dan Dados los intervalos | = (-2, 4) y J = [-1, 2] determina la union e interseccion
de ambos.
determina = di Solucién o ©
_ B o O
interseccion = N | | | | | | |
-2 -1 2 4

I U J todos los puntos de la linea azul y la linea roja. 1 U J = (-2, 4)
I m J puntos dentro de la linea azul y también de la linea roja.
InJ=1-1,2]

Figura 9: Ejemplos de problemas resueltos. Usando el color, flechas,... evitamos explicaciones
llenas de frases. Aprovechamos el margen para aclarar palabras que no conocen.

-
U N IW NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - DICIEMBRE DE 2008 - NUMERO 16 - PAGINA 42




Cinco cuadernillos para el estudio de los nimeros dirigidos a alumnos con deficiencia auditiva
cMatematicas eipecia!e.'. M@ Trinidad Camara Meseguer

paza alumnos especiales

Puesta en practica del proyecto
Una vez realizados los cuadernillos seguimos dos vias de actuacion:

1. Tratar de conseguir su publicacion en formato libro.
2. Trabajar estos cuadernillos en el aula con alumnos con deficiencia auditiva.

El primero de los objetivos no se pudo conseguir porque al ser cuadernillos que
usaban varios colores resultaba muy cara su publicacién, y la Consejeria opt6 por su
publicacion en formato CD (ver bibliografia).

El no disponer de estos cuadernos en forma de libro hizo que trabajaramos con
cuatro o cinco copias que cada afo reutilizaban diferentes alumnos. De esta forma la
experimentacién no fue tan completa como desedbamos.

Si fue muy positiva, desde mi punto de vista, la apuesta que el centro hizo por
estos alumnos, consiguiendo las suficientes horas de apoyo en Secundaria como
para que yo pudiese trabajar s6lo con ellos y darles clase en pequefios grupos
separados de sus comparfieros. Yo impartia estas clases en Lengua de Signos y
trabajaba con ellos estos cuadernillos y otros temas no adaptados. Observé que tras
unos primeros dias de explicacion de los cuadernillos y de atencion individualizada,
los alumnos eran capaces de seguir ellos solos el libro realizando preguntas
puntuales.

Asi, dependiendo de la tipologia del grupo de alumnos se siguieron distintas
metodologias:

e En grupos muy heterogéneos, cada alumno trabajaba un cuadernillo
diferente, segun el nivel en que se encontraba (Naturales, Enteros,...) que
se le iba completando con mas ejercicios propuestos. Ellos solos, a través
de la lectura de los problemas resueltos y algo de la teoria, eran capaces de
realizar los problemas propuestos y solo realizaban preguntas puntuales,
sobre todo de vocabulario. Esto permitia una atencion individualizada y que
cada alumno avanzase segun sus capacidades.

e En grupos mas homogéneos y sobre todo en 4° de ESO (15 afios), curso
anterior a bachillerato, en donde estos alumnos se incorporaban al aula
normal en clase de Matematicas, se siguié una metodologia mas parecida a
la usada en clase con alumnos oyentes. Asi, yo les explicaba los contenidos
tedricos en Lengua de Signos, les proponia problemas para casa, y al dia
siguiente se resolvian estos problemas en la pizarra y se discutian dudas,
tanto matematicas como de vocabulario. Asi, por ejemplo, me resultd curioso
el dia que al trabajar los porcentajes y realizar un ejercicio sobre el IVA
(impuesto del valor afiadido) y tratar de explicarles qué era el IVA, mis
alumnos no supiesen qué eran los impuestos, que sus padres pagaban al
estado un impuesto y que este se pagaba también al comprar una casa o un
coche,... Ese dia la discusion no fue matematica sino sobre por qué habia
gue pagar impuestos, para qué usaba el estado ese dinero,...
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No se experimentaron estos cuadernillos en Bachillerato, cuando el alumno ya
estaba integrado en el aula. Sélo algun alumno pidié prestado alguno de ellos para
repasar algun concepto.

Futuros proyectos

En la actualidad los alumnos con deficiencia auditiva de Murcia estan
integrados de forma preferente en otro centro en el que se ha puesto en marcha este
aflo un nuevo proyecto de atencidn a alumnos con deficiencia auditiva llamado
proyecto ABC.

Para que estos cuadernillos sean utiles a cualquier alumno con deficiencia
auditiva, es imprescindible su reproduccion en forma de libro que se pueda distribuir
entre todo el que desee tenerlo como libro de consulta. Si esto fuese posible,
deberia:

1. Mejorarse el apartado de problemas propuestos, completando la coleccion
de problemas ya que la experiencia nos indicé que eran escasos.

2. Realizar otros cuadernillos de temas interesantes y que en los libros de texto
normales aparecen con mucho vocabulario como: proporcionalidad
numerica, ecuaciones y sistemas de ecuaciones,...
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Trabajando las Matematicas con personas mayores

Ana M. Martin Caraballo y Angel F. Tenorio Villalén

Resumen

Durante los Ultimos cursos académicos, son varias las sesiones realizadas en el Aula Abierta
de Mayores de la Universidad Pablo de Olavide que estaban dedicadas a tratar algunos
contenidos matematicos con una perspectiva atractiva y Gtil para el alumnado (cuya edad
supera los 55 afios). A este respecto, se buscaron tematicas que estuviesen presentes y
relacionadas con la vida cotidiana. Mas concretamente, se trataron temas como arte,
naturaleza y matematicas, juegos de azar, encuestas o algunos divertimentos matematicos.
Tanto la metodologia como la tematica de cada sesion permitieron que tanto alumnado como
profesorado hayan quedado plenamente satisfechos al finalizar estas experiencias.

Abstract

In the last academic years, Senior Citizens’ Open Lecture Room of Pablo de Olavide
University has held several sessions about mathematical topics from an attractive, useful
perspective for the students (whose age is greater than 55). Regarding this, the topics
considered were related to their daily lives. More concretely, the following themes were dealt
in the sessions: Art, Nature and Mathematics, games of chance, surveys or some
mathematical entertainments and pastimes. Both the methodology and the theme for each
session allow that both students and teaching staff are very pleased with these experiences.

1. ¢En qué consiste un aula de mayores?

Es en la década de los 60 cuando se plantea la necesidad de preparar y
disefiar politicas sociales cuyos destinatarios fuesen las personas mayores.
Obviamente, estas politicas tendrian que depender de las particularidades propias
de cada pais. Mas concretamente, la atencidén a los mayores queria centrarse en los
siguientes tres ejes fundamentales: pensiones, asistencia y servicios sociales.

Sin embargo, hubo que esperar a 1982 para que se celebrase la | Asamblea
Mundial sobre el Envejecimiento, que conllevd un cambio esencial en la
estructuracion anteriormente citada para la atencion a los mayores. Todas la
modificaciones planteadas en esta asamblea fueron recogidas posteriormente por el
Plan Internacional sobre el Envejecimiento (ONU, 1982), con el que se pretendia
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gue tanto gobiernos como sociedad civil actuasen efectivamente ante la situacion de
nuestros mayores. Entre las recomendaciones del citado plan, aparece la necesidad
de programas educativos pensados para ellos, en los que sus recursos y contenidos
estuviesen adaptados a sus necesidades e intereses. Todas estas ideas sobre la
formacion de nuestros mayores se han recogido posteriormente en el concepto de
“educaciéon permanente” dado por la UNESCO (2000) y sus indicaciones al respecto.
Para un comentario critico acerca de las recomendaciones 45 a 51 del Plan
Internacional sobre el Envejecimiento (las relativas a Educacién para mayores),
puede consultarse la referencia de Pavon (2002).

Las caracteristicas demogréficas de los mayores en Espafia han de tomarse en
consideracion a la hora de elaborar acciones educativas para este colectivo. Tales
caracteristicas son:

1. El aumento constante y permanente de la esperanza de vida.
2. El aislamiento socio-cultural al que se ha sometido a este colectivo.
3. El compromiso social correspondiente a las politicas de bienestar.

En referencia al tercer punto, la Universidad debe trabajar en una concepcion
del aprendizaje como proceso permanente, teniendo en cuenta que la sociedad
actual requiere de una formacién continuada debido a que los conocimientos de sus
ciudadanos van quedandose desfasados con respecto a los cambios que se
suceden continuadamente.

La Universidad tiene un papel muy destacado en la educacién y formacién de
mayores, ya que tiene que ser uno de los principales artifices en romper el
aislamiento social padecido por nuestros mayores y debe buscar el favorecer tanto
Su propia autonomia como las relaciones intergeneracionales.

En las décadas de los 50 y de los 60, aparecieron las primeras Universidades
de mayores y de la Tercera Edad en Europa, siendo Francia uno de los paises
pioneros (Castellén et al., 2004; Veldzquez y Fernandez, 1998). Hoy dia, esta
tendencia se ha generalizado y es una realidad en nuestro pais y aparece incluida
en el Plan Gerontologico Nacional (IMSERSO, 1993), el Plan de Accion para las
personas mayores 2003-2007 (IMSERSO, 2003) y el Plan Andaluz de Servicios
Sociales (Junta de Andalucia, 1989).

En la Comunidad Autbnoma Andaluza, las universidades organizan actividades
formativas para mayores, siendo estas promovidas desde las Administraciones
Publicas de acuerdo con el articulo 31 de la Ley 6/1999. Estas actividades pueden
presentarse siguiendo tres formatos diferentes: las aulas de formacion, los cursos de
perfeccionamiento y otras actividades distintas a las anteriores. Todo ello se realiza
sin exigir el nivel académico necesario para acceder a la educacion universitaria
reglada, con lo que estas actuaciones no permiten la obtencion de titulos oficiales.
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Desde una perspectiva global, existe una enumeracion hecha por la UNESCO
(1998) indicando cual deberia ser la oferta educativa de las universidades dirigida
hacia las personas mayores. En ella se resalta como prioritaria la apertura de los
centros universitarios a los adultos ofreciendo “oportunidades” de aprendizaje
“flexibles, abiertas y creativas”.

En la actualidad, muchas instituciones educativas han preparado e implantado
programas universitarios para este colectivo. El propio Programa Socrates de la
Comision Europea engloba al programa GRUNDTVIG de cooperacion europea en
Educacién para Adultos (Comisién Europea, 2006). Analogamente, el programa
Sdcrates también financié entre 1997 y 2000 la red Learning in Later Life, en el que
puede consultarse un amplio catadlogo de las instituciones educativas espafiolas con
programas educativos y formativos para mayores.

Si nos limitamos al estado espafiol, los programas universitarios para personas
mayores se han incrementado de cinco a principios de los noventa hasta los mas de
cincuenta actualmente, siendo el niumero de alumnos superior a los 22.000 (Vila,
2002).

En la Ponencia-marco del VI Encuentro Nacional de Programas Universitarios
para Mayores (Bru, 2002), se establecio la organizacion de Aulas de Mayores como
una funcidon de la Universidad Espafola. Ademas, otros dos puntos de interés
justifican también la apertura de la Universidad a los mayores:

1. El envejecimiento poblacional: a mediados del s.XXI, los mayores de 50
mantendran las estructuras econdémicas y de financiacion de la Universidad
en nuestro pais.

2. El retraso de la jubilacion: que conlleva un reciclaje profesional de los
conocimientos poseidos por las personas mayores de 50.

Si hacemos una recopilacion de las tematicas consideradas en los planes de
estudio de las diversas Aulas de Mayores o de la Experiencia en Espafa, podremos
distinguir cinco areas de conocimientos:

a) Humanidades y Ciencias Sociales;

b) Ciencias Juridicas y Econdmicas;

c¢) Ciencias de la Tierra y del Medio Ambiente;
d) Ciencias Biosanitarias;

e) Ciencias Tecnoldgicas.

El porcentaje méas elevado (con una clarisima diferencia con respecto de las
restantes areas) corresponde a las asignaturas de las areas a) y b), en ese orden.
Por su parte, el area e) es la que presenta el menor porcentaje de todas. De este
modo, se observa que en estos programas el peso principal es soportado por las
asignaturas que han sido tradicionalmente denominadas “de Letras”, siendo residual
el nimero de sesiones correspondientes al bloque de Ciencias Tecnoldgicas.
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Como ya se indicO anteriormente, todas estas actividades corresponden a
ensefianzas no regladas y, por tanto, no suele depender del Vicerrectorado
encargado de la ordenacion académica de la Universidad. En la siguiente tabla
indicamos cada una de las Universidades Andaluzas y el Vicerrectorado que se
encarga de su aula de mayores:

Universidad Vicerrectorado Nombre del Aula
Almeria Cultura, Extensién Universitaria y Deportes 'V'.ayofes enla U.n|ve_r3|dad.
Ciencia y Experiencia
Cédiz Alumnos Aula Universitaria de Mayores
Cérdoba Relaciones Institucionales e Internacionales Fatedra Intergeneramongl "
Profesor Francisco Santisteban
Granada Ensefianzas de Grado y de Posgrado Au!a Permanente de Formacion
Abierta
Huelva Extension Universitaria Aula o!e ngores ydela
Experiencia
Jaén Extension Universitaria Universidad de Mayores
Malaga Bienestar Social e Igualdad Aula de Mayores
Pablo de Olavide | Participacion Social Aula Abierta de Mayores
Sevilla Relaciones Institucionales, Relaciones Aula de la Experiencia
Internacionales y Extensién Cultural P

En cualquier caso, también existen universidades cuyos destinatarios son
Gnicamente las personas denominadas “mayores”, siendo una de las de mayor
tradicion la Universidad de la Tercera Edad (UTE). Las titulaciones de la citada
universidad corresponden a los bloques a) y b).

En los programas para mayores encontramos un alumnado diferente al que
estamos acostumbrados. Es altamente exigente, receptivo y activo, implicandose
mucho mas en su formacion que un estudiante universitario modelo. Ademas,
requieren e incluso exigen una docencia centrada en la practica cotidiana.

El perfil de este alumnado es, en general, el de una persona mayoritariamente
inactiva laboralmente y cuyo nivel educativo puede variar completamente, siendo lo
mas habitual tener hasta Educacion Secundaria (Vila, 2002).

Finalmente, queremos remarcar algunas de las conclusiones sobre la
Educacion de mayores obtenidas en el VI Encuentro Nacional de Programas
Universitarios para Mayores (Bru, 2002):

a) Una persona puede aprender a cualquier edad; solo depende de su

voluntad.
b) La formacién personal ha de primar ante fines competitivos o profesionales.
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c) La capacidad de adaptacion debe fomentarse a cualquier edad.

d) Los cursos son gratificantes para los alumnos, ayudando a la realizacién
personal y al fomento de las relaciones interpersonales y a la convivencia.

e) Los cursos facilitan la comprensién de la realidad actual, creando estimulos
para mantenerlos activos fisica y psiquicamente y para alcanzar las
competencias necesarias sobre salud, ocio y vida cotidiana.

2. Un caso particular: la Universidad Pablo de Olavide

En la Universidad Pablo de Olavide de Sevilla (en adelante UPO), la formacion
universitaria para mayores comenzo su andadura en el curso académico 2002/03,
cuando arrancé un programa de formacion cientifica, cultural y social para mejorar la
calidad de vida de las personas mayores y, de esta forma, fomentar su participacion
como dinamizadores sociales. EI nhombre del programa era el de Aula Abierta de
Mayores y su planteamiento era el de un espacio dirigido a mayores de 55 afios que
respetase las directrices comentadas en la seccién anterior acerca de la Educacion
de Mayores.

El Aula Abierta se ha puesto en marcha en aquellos municipios y comarcas de
Sevilla cuyas distancias a la capital dificultaban su acceso a la formacion y
participacion en ambitos universitarios, siendo ocho las sedes que actualmente
existen. A continuacion, se indican las mismas apareciendo entre paréntesis el afio
en que comenzo6 su andadura:

Carmona (curso 02/03).
Marchena (curso 02/03).
Aznalcollar (curso 03/04).

Alcal4 de Guadaira (curso 05/06).
Gerena (curso 05/06).

Almensilla (curso 06/07).

Gines (curso 07/08).

Montellano (curso 07/08).

Solo se exige un requisito a los participantes: interés por aprender y conocer
cosas nuevas. Con esta filosofia en mente, se decidi6 no poner prerrequisitos
relativos a la posesion de titulos previos. Esto hace que los contenidos se traten a un
nivel divulgativo.

El programa formativo del Aula Abierta de Mayores se estructura en tres cursos
académicos de 100 horas lectivas cada uno. En cada curso se trabajan tres bloques
de conocimientos: de Ciencias Sociales, Cientifico-Técnico y Juridico-Econémico.

Son varias las instituciones involucradas en la financiacion del Aula de

Mayores, ya que esta aula tiene su origen en la colaboracién entre instituciones y
organismos sociales que actian sobre el ambito educativo y la proteccion de las
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personas mayores. Ademas de la UPO, las entidades que financian esta actividad
son:

Ayuntamientos que demandan la actividad.
Diputacion Provincial de Sevilla.
Consejeria de Asuntos Sociales.
Matriculas de los alumnos participantes.

La contribucion de la UPO consiste en aportar sus recursos organizativos y de
gestién, ademas del apoyo administrativo general. En cuanto a los gastos por
docencia y funcionamiento de cada programa, se subvencionan mediante convenios
con las instituciones anteriores.

El lector interesado en una mayor informacion sobre el Aula Abierta de
Mayores puede consultar (Universidad Pablo de Olavide, 2004-2008;
Vicerrectorado, 2004).

3. Actividades matemaéticas para el aula de mayores

A continuacibn se expondrdn algunas de las sesiones con contenido
matematico realizadas en algunas de las sedes del Aula de Mayores. En concreto,
trataremos aquellas que fueron o seran impartidas por alguno de los autores. Antes
de exponer los objetivos y la metodologia empleados en estas sesiones, se indicara
el listado de actividades por curso académico:

1. Curso 04/05: “Las Probabilidades: una aplicacién de las Matematicas a los
juegos de azar”.
2. Curso 05/06: “Anecdotario matematico, o como reirse con las Matematicas”.
3. Curso 06/07:
a. “Entretenimiento y magia matematica”.
b. “Anecdotario matematico, o como reirse con las Matematicas”.
c. “La belleza de las Matematicas y las Matematicas de la Belleza”.
4. Curso 07/08:
a. “¢Coémo interpretar las encuestas que aparecen en los medios de
comunicacién?”
b. “Matematicas en la Naturaleza”.

Aunque todas y cada una de las sesiones se catalogaron oficialmente como
conferencias, decidimos no hacer uso de una metodologia puramente expositiva
para asi ser coherentes con la maxima de la Educacion para Mayores: motivarles,
hacerles participes activos en la obtencién del conocimiento y usar sus experiencias
vitales en las sesiones. Ademas, la elevada heterogeneidad en la formacion de los
asistentes llevaba a plantearnos que una sesiOn puramente expositiva seria
contraproducente para mantenerles motivados e interesados. En nuestra opinion,
esto Ultimo podria conseguirse fomentando la participacion continuada de los

-
U N IW NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - DICIEMBRE DE 2008 - NUMERO 16 - PAGINA 50



Trabajando las Matematicas con personas mayores
¢/latematicas especiales Ana M. Martin Caraballo y Angel F. Tenorio Villalén

paza alumnos especiales

asistentes durante las sesiones, buscando asi que ellos fuesen el motor de la sesion
y origen de motivaciéon constante.

Como puede entenderse de los titulos de cada sesion, los principales aspectos
matematicos que fueron tratados consistian en: la vertiente ludica de las
Matematicas y su uso en la vida cotidiana.

Como es bien conocido, la Matematica Recreativa consiste en utilizar las
Matematicas (y, mas concretamente, algunos de sus resultados y nociones) como
base para juegos y trucos que le permiten al docente disponer de de una cantidad
considerable de recursos recreativos para compaginar ensefianza con diversion y
entretenimiento. De este modo, pueden tratarse algunos conceptos de forma ladica y
fomentar una mejor motivacion por parte de nuestro alumnado. Pese a que el grado
de dificultad en la fundamentacién tedrica de estos recursos puede variar
cuantitativamente, la mayoria se pueden explicar y mostrar cémo llevarlos a cabo,
sin necesidad de preocuparnos del nivel educativo de nuestro alumnado. Solo tienen
que adaptarse y simplificarse las explicaciones pertinentes. Ademas, como ya se ha
indicado, la Matematica Recreativa permite realizar actividades matematicas muy
atractivas para los asistentes que no solo aprenden, sino que pasan un magnifico
rato. Para ver como se lleva a cabo una actividad completa en esta aula, el lector
puede consultar la referencia de Fedriani y Tenorio (2006).

En cuanto a ver como influyen las Matematicas en nuestra vida diaria y cuales
son sus posibles usos en ella, se han utilizado recursos didacticos que permiten
trabajar topicos como la relacién entre Matematicas y arte, los juegos de azar, la
naturaleza, medios de comunicacion, encuestas...

Teniendo en cuenta que la funcién de estas sesiones era fundamentalmente
divulgativa, los objetivos de las mismas debian ser principalmente actitudinales, ya
que deberian alcanzarse en sesiones de no mas de dos horas. No obstante, se
procuraron trabajar (en la medida de lo posible) algunas competencias conceptuales
y procedimentales relativas a los topicos tratados y que no requiriesen de
conocimientos previos.

3.1. Probabilidades: una aplicacién de las Matematicas a los juegos de azar

Esta sesion tuvo lugar durante el curso 2004/05 en la sede de Marchena del
Aula de Mayores. En ella, se plantearon preguntas como las siguientes:

e ¢ Cudles son las opciones de que a uno le toque el premio en alguno de
los multiples juegos de azar que son promocionados en nuestra sociedad?

e ¢;Podemos ganar dinero con la loteria o con la ONCE?

e (Es dificil ganar en un juego de azar?

Para responder a estas y otras preguntas, se procedié a estudiar diversos

juegos calculando las probabilidades de ganar en cada uno de ellos y viendo cuales
son las dificultades que encontramos para conseguirlo. Mas concretamente, se
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comenzo con algunos juegos clasicos de cartas y de dados, para pasar a los juegos
de azar mas conocidos hoy en dia: ONCE, quinielas, loterias, bingos...

Usando los juegos de azar como motor de la sesion, se trabajé el concepto de
suceso aleatorio. En ningdn momento se traté este concepto con formalismos
academicistas, sino que toda la explicacion estuvo basada en la exposicion de
ejemplos que ponia tanto el profesorado de la sesién como el propio alumnado. Los
ejemplos empleados en esta parte de la sesién se sacaron de tirar un dado y una
moneda.

Una vez el alumnado mostré tener claro en qué consistia un suceso aleatorio,
se procedié a explicarles la Ley de los Grandes Numeros. Obviamente, se les
enuncié la ley de una manera sencilla y sin tener que trabajar con las probabilidades
formalmente. Naturalmente, tras enunciar la ley, se procedid a indicarles algunos
ejemplos para que viesen en qué consistia en la practica. Uno de los ejemplos
expuestos, fue el de simular un lanzamiento de una moneda doscientas veces y ver
cudl era la relacion existentes entre el nUmero de caras que se iban obteniendo y el
namero total de lanzamientos realizados en cada momento. A continuacion,
mostramos la transparencia usada en la sesién con los datos obtenidos en la
simulacion del experimento.

N° de

. ) 20 30 40 50 60 70
lauzamlentos
N° de caras 6 11 16 20 27 31 37
Coclente 0’600 07555 0°533 0°500 0’540 0°517 0°528
N°de ) 30 90 100 110 120 130 140
lanzamientos
N° de caras 43 48 53 57 62 68 72
Cociente 0°537 0’530 0°530 0°518 0°516 0°523 0’514
WG . 150 160 170 180 190 200
lanzamientos
N° de caras 77 83 86 92 95 101
Cociente 0°513 07519 0°506 0°511 0°500 0°505 h

El poder llegar a la Ley de los Grandes Numeros de manera empirica y
basandose en la experiencia propia, permitié establecer la nocién de probabilidad de
un suceso Yy obtener empiricamente la Regla de Laplace para obtener
probabilidades. Fue tras exponer esta regla que se empezé a calcular las
probabilidades de ganar en diversos juegos de azar. Entre los juegos que se
expusieron en la sesion, indicamos los siguientes:
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e Obtener una determinada suma de puntos con el lanzamiento de tres
dados. Como ejemplo particular, se calculd la probabilidad de obtener el
ocho como resultado de sumar los puntos, indicando todas las posibles
combinaciones para el resultado deseado:

LANZAR TRES DADOS JUGADAS FAVORABLES

+ Probabilidad de que la suma sea 8.

EEA L N B ElE EON mEm
— . EERHE EEE EEN @Em
« N” de jugadas posibles: 6-6:6=216. EsEE pEE =2ED
+ N" de jugadas favorables: 15. EEN S En
Formas de abtener & sumando tres numeros_ [} HEm
P(S =8 =l =0"069
(Suma = }_216_ 5Y. -

e Obtener un seis doble al lanzar dos dados. Con este ejemplo el alumnado
pudo llegar por si mismo a la conclusion de que cuanto mayor fuese el
namero de tiradas que realizaran, mas posibilidades tenian de obtener un
seis doble en el cdmputo total de las tiradas realizadas.

e Obtener una figura en una baraja de cartas espafiola.

e Obtener una pareja de sotas, caballos o reyes.

e Tener el nimero premiado en el sorteo nacional de loteria o en el sorteo
de la ONCE, comprando un Unico décimo.

BN s 4::3#3
IIII!II‘[]IIIIIIIIIIIIIIIB

R _.:I!.lll_'rﬂ_.ll_l":::l.
4
HUESCA B

COMERCID ABIERTD 88800000080 _ e b LR P

SRR e,
OTERIA MACIONAL |

¥ |:».f;-ci ,l.w.-ln billete
pard '8l sren Ol dla

e Obtener cada uno de los premios en una quiniela futbolistica, teniendo en
cuenta que solo se obtiene premio al acertar quince, catorce, trece o doce
de IOS qUince reSU|tadOS pOSibIeS' LOTERIAS Y APUESTAS DEL ESTADO SEMANAL 117

e Obtener la combinacién ganadora La%'lpm"t“'a
de la Loteria Primitiva. Este juego !
consiste en acertar una
combinacion de 6 numeros. Los
nameros estan comprendidos entre
el 1y el 49, no pudiéndose repetir
nameros.

] Si desea jugar s veces |25 MiSMas apuSs1as 10 Coble, arTugue i 107D b1e bolelo [ ]

Queremos resaltar que los asistentes mostraron una gran curiosidad frente a la
problematica subyacente a conseguir el premio en los mdultiples juegos de azar
tratados, sorprendiéndose por la escasa probabilidad de salir premiados en ellos.
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Son variados y diversos los estudios probabilisticos que existen sobre los
juegos de azar y que pueden ser de utilidad a la hora de preparar una actividad
como esta. Por ejemplo, pueden consultarse los trabajos de F.J. Ruiz (2000) y J.
Haigh (2003).

3.2. Anecdotario matematico, o coOmo reirse con las Matematicas

Fueron dos las sesiones realizadas bajo este titulo en dos afios sucesivos.
Tanto sus contenidos como sus objetivos eran similares, celebrdndose la primera
sesion en la sede de Aznalcéllar durante el curso 2005/06 y la segunda en la sede
de Almensilla durante el curso 2006/07. Las sesiones se estructuraron en cinco
bloques tematicos, trabajados en el siguiente orden: ilusiones Opticas, juegos de
|6gica, laberintos, humor grafico y juegos topométricos.

Solo expondremos brevemente el contenido de las sesiones, recomendando la
consulta de Fedriani y Tenorio (2006) para una vision mas completa de las
actividades realizadas en esta actividad.

El bloque de ilusiones Opticas se
trabajo de forma practica, mostrando a
los presentes cierto numero de
fotografias y dibujos que conllevasen
una duplicidad en su percepcion.
Ademas, se explicaba cual era la
fundamentacion tedrica para que
tengamos distintas percepciones a
partir de una misma imagen. Dos muy
buenas referencias para trabajar las
ilusiones opticas son DiSpezio (2002)
y Meavilla (2004).

Seguidamente se trabajé un bloque de juegos logicos para que se pudiese
observar como nuestro sentido “comun” y nuestra percepcion de la realidad se
modeliza con razonamientos l6gicos y conceptos matematicos (esencialmente, se
trabajaron los de tipo geométrico).

Para el bloque de laberintos, se trabajé con varios laberintos clasicos y se
explicaron algunas técnicas para recorrerlos por completo y/o salir de ellos. Dichas
técnicas estaban basadas en la Teoria de Grafos y, mas concretamente, en la
obtencion de recorridos en el grafo obtenido al considerar como vértices los
intersecciones entre dos veredas del laberinto y como aristas, la existencia de una
vereda entre dos intersecciones. Obviamente, no se hizo un tratamiento
formalizando los conceptos de Teoria de Grafos (de hecho, ni se mencioné la
palabra grafo), pero si se pudieron explicar y tratar algunas técnicas de obtencién de
caminos y circuitos en grafos. Ademas, el estudio matemético de los laberintos
tratados estuvo amenizado por la inclusion de algunas curiosidades histéricas
relativas a las diferentes civilizaciones en las que tuvieron lugar su aparicion.
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Tras un toque de humor con chistes gréaficos de contenido matemético sacados
de la prensa (muchos de ellos de la inolvidable Mafalda y sus amigos) y que
permiten ver la percepcidn que tiene la sociedad de las Matematicas, se paso a
trabajar con puzzles manipulativos, siendo esta actividad muy bien acogida por
todos los asistentes. De este modo, se pudo tratar la percepcion espacial con el
alumnado y las estrategias para resolver algunos de estos puzzles. Nétese que el
uso de los puzzles, tanto de madera como de alambre, han sido y estan siendo
ampliamente estudiados en Didactica de las Mateméticas, tal y como puede
comprobarse en trabajos como el de Montoya y Flores (2003) y Mufioz (2003).

Como se puede observar de todo lo anterior, las sesiones estuvieron basadas
en la interaccion alumno-profesor y alumno-alumno, dotando a las mismas de una
mecanica en la que los asistentes eran parte activa en el proceso de ensefianza-
aprendizaje. Cada contenido se tratd usando problemas practicos, que fueron
trabajados por los asistentes, que buscaron soluciones a las situaciones planteadas.

3.3. Entretenimiento y magia matemética

Con este nombre se llevo a cabo una sesion en la sede de Alcala de Guadaira
durante el curso 2006/07. El objetivo de la misma fue trabajar las Mateméticas desde
uno de sus aspectos mas ludicos: la magia matematica. Se trabajaron varios juegos
y trucos de magia cuya base se encuentra en las Matematicas. Todos los juegos que
se trabajaron eran sencillos y no requerian de complejos conceptos tedricos. Se
comenzé con dos trucos muy conocidos en el &mbito de las Matematicas, pero que
para las personas profanas causa un efecto espectacular y sorprendente. Una muy
buena y completa seleccion de trucos de magia matematica pueden encontrarse en
Mufioz (2003) y en Ruiz y Alegria (2002).

1. Obtencién de la letra del DNI a partir del nimero asignado, consistente en
la divisién del numero entre 23 y la asignacion de la letra en la siguiente
tabla correspondiente al resto de la division.

RESTO | LETRA RESTO | LETRA
0 T 12 N
1 R 13 J
2 w 14 z
3 A 15 S
4 G 16 Q
5 M 17 v
6 Y 18 H
7 F 19 L
8 P 20 c
9 D 21 K
10 X 22 E
11 B
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2. Preparacion de tarjetas “magicas” para “adivinar cualquier nimero entre 0
y 264. Para ello, se descompone cada numero usando el sistema binario
y se considera una tarjeta para las siguientes potencias de 2: 2°, 2%, 22, 23,
2* y 2°. Si un ntmero, por ejemplo el 50, se descompone como:

50=2°+2"+2"

Por lo tanto, deberiamos incluir el nimero 50 en las tarjetas asociadas a
esas tres potencias. De este modo, si solo nos dan esas tres tarjetas,
sabremos que el nimero pensado por nuestra “victima” es el 50. A
continuaciéon, ponemos una posible distribucion de las tarjetas (las
potencias de 2 asociadas a cada tarjeta estd en la esquina inferior
derecha de cada una de ellas):

[2oom | [smoomw..| [Conboser.. | [Micgees | [Sokos de phora] [Cersr | [arods |
[3]J4 11173329 6 | 19 | 38 | 22| 47 | 10
|31 | 63 | | |63 | 7 50 | 58 31 | 62 | 54
[7s57] |59 | 9 | 43| 51 42 | 3 14 | 39
| 23 | 61 | 37 | 47 | 27 | 19 1 [ 83 | 18 27 | 15
|49 | 5 25 | 57 | 41 34 | 55 | 59 | 46 | 51 | 35
|15 |38 | 21|13 |3 | 1 23| 43| 7 [ 26|30 2
[ 8 ]2]12]38]21]15 9 |43 | 201358 24
| &0 45 | 61 | 52 57 | 25 | 41 46 | 60
20T 47 26331 ] 28 12 26 [ 11
|3 | 6 | 30| 14 | 23 42 | 61 | 15 | 63 | 40 | 31
| 54 | 62 | 44 | | 36 | 46 47 | 27 | 45 | 59 | 62 | 56
L3 ]| 3sr[s3]| 7 |55 4 28 [ 10 [ 30 [ 14| 44| 8
|17 ]| 56 | 21 | 53| 48 | 19 33 | 54 | 28 | 49 | 58 | 47
31 ] 251 st 58 | 26 50 | 62 53 | 44 | 36
|55 | 59 | 28 | 20 | 83 | 50 45 | 37 | 41 | 57 | &1 | 51
| 23 | 62 30 | 22 52 | 63 34 | 48 | 42
| 51| 18 | 57 | 60 54 40 46 | 55 | 60
| 27 | 49 | 52 | 24 | 29 | 16 56 | 35 | 50 | 43 | 39 | 32

Pero no solo nos limitamos a este truco de la tarjeta, sino que fueron diversas
las actividades de Matematica Recreativa que se construyeron con materiales de los
gue disponemos en nuestro hogar, como pueden ser cartdn, cartulina, tijeras,
rotuladores... De esta forma, se prepar0 algunos materiales que permitiesen la
puesta en escena de algunos otros trucos basados en las propiedades numéricas
del nimero 9.

Por poner un ejemplo, se pidio a los asistentes que fuesen realizando una seria
de operaciones aritméticas basicas (sumas, restas y multiplicaciones): sumale a tu
edad el nimero de hermanos y hermanas que tienes, réstale el nimero de tios que
tienes, multiplicalo por el nUmero de letras que tiene el nombre de tu calle... Tras
hacer todo eso, debemos asegurarnos que multiplican el resultado obtenido por un
multiplo de 9. Una forma de hacerlo (hay tantas como imaginacion le echemos al
asunto) es pedirle a los asistentes que multipliquen por 6 el resultado obtenido, le
resten 9 y, finalmente, lo multipliguen por 3. Finalmente, les pedimos que sumen
todas las cifras que componen al nimero resultante y que vuelvan a hacerlo hasta
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que el resultado sea un numero de dos cifras. Una vez que tienen ese numero,
deben mirar la siguiente imagen:

SRS
DRy R C R B
BEBE G GNEEICME:

Nosotros podremos “leer la mente” de nuestro alumnado y decirles que la figura
que les ha salido es la del mago. En este juego estamos utilizando la siguiente
propiedad de los numeros divisibles por 9: la suma de los digitos que lo componen
es 9. Por tanto, colocando la misma imagen en todos los multiplos de 9 (que es lo
gue ocurre en la figura anterior), podemos “adivinar’ cual es la figura que han
obtenido nuestros alumnos y alumnas.

Finalmente, se trabajé con puzzles (juegos topométricos) de alambre que
permiten realizar efectos “magicos”, con lo que estos juegos manipulativos podian
presentarse ante nuestro publico como trucos de “magia”.

Como puede entenderse de lo comentado anteriormente, la sesién se afronté
como un espectaculo ludico al puro estilo de un show de magia, en el que el mago
ensefiaba sus trucos a los asistentes, que o bien actuaban como asistentes del
“mago” o bien como los propios magos.

3.4. La belleza de las matematicas y las matematicas de la belleza

Esta sesion fue la mas cercana de todas las comentadas al bloque de
Humanidades. Se realizé durante el curso 2006/07 en la sede de Carmona, ya que
su tematica central versd sobre las proporciones aurea y cordobesa y su relacion
con el arte y la belleza. Para introducir ambos conceptos, se pidid a los asistentes
gue ordenasen una serie de esculturas divididas en distintos grupos (prehistéricas,
griegas, romanas, contemporaneas, etc.) comenzando con la que mas le gustara
hasta llegar a la que menos le gustara. Se pidié que hicieran lo mismo con una serie
de obras arquitectonicas.

Tras realizar este primer ejercicio, los asistentes tuvieron que hacer una serie
de mediciones con el ancho y el alto de las figuras expuestas. De este modo,
pudieron observar que la razén entre el alto y el ancho de las figuras elegidas en
primer lugar (las mas bellas en opinion de los alumnos) siempre coincidian. Esto

-
U N I%NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - DICIEMBRE DE 2008 - NUMERO 16 - PAGINA 57



Trabajando las Mateméticas con personas mayores
¢/latematicas especiales Ana M. Martin Caraballo y Angel F. Tenorio Villalén

paza alumnos especiales

permitié introducir la razén aurea a los presentes, mostrando también como en la
naturaleza la pueden encontrar hasta en los lugares mas insospechados.

TERCERA AF‘TIUIDAD

La razén aurea aparece ya formulada en los Elementos de Euclides, en una
construccion geométrica llamada Division de un segmento en media y extrema
razon: “el todo se divide en dos partes tal que la razon proporcional entre la parte
menor y la mayor, es igual a la existente entre la mayor y el total, es decir, la suma
de ambas”.

Se explicé a los alumnos cémo construir un rectdngulo aureo a partir de un
cuadrado: dividimos por la mitad uno de los lados del cuadrado y unimos el punto
medio de ese lado con uno de los vértices del lado opuesto. Dejamos “caer” el
segmento resultante, de modo que quede en horizontal, desde el punto medio del
segmento AB, obteniendo el punto C, por ultimo, dibujamos el rectangulo de base
AC y altura AB. El rectangulo obtenido tiene proporcion aurea.

R durao

A . B ¢ A o

Otra de las partes en la que se dividié la charla trataba de encontrar la
proporcion aurea en la naturaleza, en sitios tan insospechados como en los huesos
del cuerpo humano, pajaros, flores, crecimiento de las conchas, etc., como ejemplo
se muestra la figura siguiente:

CURIOSIDADES

EN 0. cunro IRMAND «f
WS SUFHE SPEFTOE B0 o
werdidan b relac wm emire las
Falangrs ile him deslim es ol numer

wres, |a relaciin ewire s i Mw-\i e
Lo pabscra y wu wochaars os ismbein
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Por ultimo, también se introdujo a los alumnos otras proporciones que se dan
en el arte, no tan famosa y utilizada como la &urea, como es la proporcion
cordobesa, que se define como la relacion entre el radio de la circunferencia
circunscrita al octogono regular y el lado de éste:

% 1 13065620..

2-+2

Como ejemplo de proporcion cordobesa se puede citar las bellas arcadas de la
Mezquita de Cordoba.

PROPORCION CORDOBESA

Sar gL

en
proporc

Nos gustaria resaltar que la experiencia fue muy grata tanto por parte de la
profesora como de los alumnos, ya que éstos mostraron un especial interés desde el
comienzo de la clase. Para ellos, suponia una experiencia muy novedosa y bastante
diferente de lo que habian visto hasta ese momento, ya que esta sede de Carmona
del Aula de Mayores se centra en las Humanidades, como ya se indico
anteriormente. Para estos alumnos era la primera vez que tenian contacto con una
disciplina “mas cientifica”.

4. Conclusiones

Queremos resaltar que trabajar como docente en el Aula Abierta de Mayores
es una experiencia sumamente gratificante, ya que el alumnado asistente presenta
una predisposicién altamente remarcable a la hora de aprender y es sumamente
activo en el aula, aportando sus experiencias, ideas y dudas. De hecho, muchas de
las cuestiones que plantearon (por no decir todas) fueron altamente gratificantes
para nosotros, los docentes, ya que mostraron una gran implicacion en las
actividades y buscaban soluciones y planteamientos para las situaciones y
dificultades que se les iban planteando.

Al pensar en cudles son los problemas (desde un punto de vista didactico) que
un docente se encuentra en este tipo de sesiones, no se NOS ocurre ninguno que no
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sea subsanable (o al menos suavizable) con una eleccion de tépicos y teméticas que
no requieran de conocimientos previos para su comprension. Ademas, ha de tenerse
siempre presente que las temadticas tratadas sean interesantes para nuestro
alumnado, ya que éste se encuentra mas motivado e involucrado si trabajamos con
situaciones relacionadas con su entorno y vida cotidiana y que les sean de alguna
utilidad o aplicacion.

Pese a que podria parecer complicado encontrar contenidos matematicos que
puedan tratarse del modo en que se indica, el presente articulo ha mostrado algunos
temas que pueden utilizarse para este tipo de actividades. Es nuestro deseo que las
experiencias que hemos presentado permitan al lector interesado el pensar otros
ejemplos de temas a trabajar desde una perspectiva matematica interesente para
nuestros alumnos.
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El alumnado con déficit de atencion e hiperactividad
(TDHA) en el aprendizaje de las matematicas
en los niveles obligatorios

Nuria Rosich Sala, Angel Casajus Lacoste

Resumen

En este articulo mostramos las dificultades de aprendizaje de los alumnos con déficit de
atencion e hiperactividad (TDHA) en la resolucion de problemas aritméticos- verbales. En
primer término se muestran los estudios realizados sobre el tema con alumnos ordinarios y
los que se han realizado con alumnos con TDAH. En segundo lugar se presentan los
distintas tipologias de errores que realizan durante el proceso resolutor de ejecucién de los
problemas aritmético- verbales. Finalmente se dan pautas metodoldgicas para abordar su
ensefianza.

Abstract

In this article we show the difficulties of the students' learning with deficit of attention and
hyperactivity (TDHA) in the resolution of arithmetic problems - verbal. In first term the studies
are shown carried out on the topic with ordinary students and those that have been carried
out with students with TDAH. In second the different types of errors is also presented that
carry out during the process resolute of execution of the arithmetic problems - verbal. Finally
methodological rules are given to approach their teaching.

Introduccidn

Sabemos que el trastorno de déficit de atencion (TDA) es un trastorno que
actualmente parece emerger de forma importante en nuestras aulas. Si revisamos la
bibliografia del tema, vemos que fue descrito por primera vez hace un siglo
aproximadamente, aunque se diagnostica con una frecuencia relativamente alta en
las escuelas desde hace relativamente poco tiempo. Estudios recientes sobre el
posible nimero de alumnado con TDAH varia segun los autores, entre un 3% y un
10 %, pero las mas citadas la fijan alrededor de un 5 %.
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Antes de hablar del aprendizaje matematico de este alumnado, se hace
necesario precisar algunos de los términos que vamos a utilizar en el articulo y que
pueden evitar confusiones.

Desde hace mucho tiempo existe una preocupacion por las dificultades que
tienen los alumnos, en general, en los aprendizajes escolares y, en patrticular, en el
aprendizaje matemaético, las cuales son conocidas de forma abreviada por las siglas
DAM (Dificultades de aprendizaje de las matematicas), aunque consideramos que el
término de dificultades de aprendizaje conlleva una definicibn muy amplia y a veces
resulta confusa. Los problemas generales de aprendizaje se manifiestan con un
cierto retraso general de todo el proceso, observandose por parte de los profesores
y padres una lentitud, desinterés, deficiencia en atencidn y concentracién de los
alumnos, que conlleva un rendimiento general bajo. Este tipo de caracteristicas se
pueden presentar en alumnos con un desarrollo normal y con inmadurez en el area
cognitiva o verbal, y también en alumnos con ciertos retrasos mentales, o con
dificultades auditivas severas que no se les han tratado.

En el caso de las DAM, las primeras dificultades de aprendizaje matematico
gue han sido estudiadas son las llamadas discalculias, las cuales se manifiestan en
alumnos que tienen dificultades en las habilidades de memoria, atencion, orientacion
(alienacién de numeros y simbolos), de razonamiento matematico, etc., es por ello
que muchas veces se ha incluido a los alumnos con TDHA en este grupo de
alumnos.

Nosotros cuando hablamos de TDA nos referimos a una diferencia leve, pero
demostrable, en el funcionamiento cerebral normal que hace que un alumno con un
coeficiente intelectual normal rinda poco en los estudios y en el caso de los alumnos
que ademas son hiperactivos tienen un comportamiento inquieto en el aula.
Nosotros nos referiremos de forma indistinta a ambos.

Entendemos que las dificultades en el aprendizaje de los alumnos con TDHA
son obstaculos especificos por aprender en el dia a dia y que vienen generados por
la misma sintomatologia del trastorno, provocando en el alumno retrasos
académicos significativos, aunque éste tenga capacidad.

Estudios realizados sobre el tema

A pesar del creciente nimero de alumnos que se diagnostican de TDA en
nuestras escuelas son pocos los estudios que han tratado sobre les dificultades
matematicas de estos alumnos en esta area. Los primeros estudios que se hicieron
sefialaban el célculo como una de estas dificultades. Geary (1993) propone tres
tipos de déficit que podrian explicar el trastorno del calculo en este tipo de alumnos:

a) Aspectos metodolégicos del calculo. Las dificultades del calculo pueden

ser debidas a su falta de atencion, ya que estos alumnos en las edades
tempranas que han de aprender el significado del nimero, no terminan de
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adquirirlo correctamente. De la misma manera, también puede influir
negativamente la lentitud en la adquisicion del uso de procedimientos y
estrategias aritméticas para la resolucion de las operaciones basicas, como
son la utilizacion de los dedos, los palotes, etc., como soporte del conteo.

b) Recuperacién automatica de hechos numéricos de la memoria seméantica.
Los problemas relacionados con los hechos numéricos se manifiestan por
las dificultades en adquirir y mantener datos mateméaticos basicos
suficientemente automatizados para qué sean adecuadas para la adquisicion
y el uso de las habilidades superiores del calculo. Los hechos numéricos,
gue constituyen el conjunto mas béasicos en el calculo, pueden ser
considerados similares a un vocabulario basico visto durante la lectura.
Reflejan bits aislados de informacion que se pueden utilizar para completar
un problema y son mas utiles si se pueden recordar mas rapidamente y
prestar mayor atencion a un procesamiento de alto nivel. La precision y la
fluidez en los hechos numéricos béasicos son fundamentales para un buen
rendimiento del calculo. Los nifios y las nifias con este tipo de déficit
recuperan menos hechos en la memoria, y cuando esto sucede su velocidad
es mas lenta y poco sistematica, y presentan una gran proporcion de
errores. Este déficit en la recuperacion de hechos persiste tipicamente
durante la escuela primaria y muchas veces se producen simultaneamente
con ciertas formas de déficit verbal del lenguaje y la lectura.

c) Habilidades visoespaciales. El déficit en esta habilidad implica problemas
en la representacion espacial y en la interpretacion de la informacion
numeérica, como pueden ser la alineacion defectuosa de numeros en
problemas de calculo con varias columnas numéricas y la interpretacion
incorrecta del lugar que ha de ocupar el valor.

Entre los autores que mas estudios han realizado sobre el tema hemos de citar
a Zentall que dedica varias investigaciones sobre los alumnos con TDAH. En 1994
Zentall et al. realizan un estudio para ver la incidencia en los problemas de calculo
en la resolucién de problemas aritméticos sencillos, de una operacion, utilizando
nameros enteros con el ordenador. Los resultados muestran la baja productividad de
los alumnos con TDHA, detectan que a muchos alumnos les cuesta acabar las
operaciones (dejando muchos de los problemas en blanco) y también descubren que
estos alumnos suelen cometer mas errores que sus compafieros (sin déficit), es por
esto que los autores sefialan que no les extrafian que sus puntuaciones de
rendimiento académico sean un tercio mas bajas que las de sus comparfieros sin
déficit. Este equipo investigador identifica dos tipos de dificultades para el célculo:
dificultades en la memoria semantica relacionada con dificultades de lecto-escritura
y dificultades en los procedimientos que utilizan, ya que si se comparan con los
procedimientos que usan los alumnos ordinarios (a partir de cuarto curso) se ha visto
gue cambian tipicamente de una estrategia para contar de manera fisica o mental a
otra de recuperacion de la memoria.

Otros autores como (Ackerman et al.,, 1986) atribuyen la vulnerabilidad del
calculo en el alumnado con TDAH a errores en la automatizacion, que a la vez incide
en un déficit de la memoria y de velocidad de procesamiento Una escasa velocidad
de recuperacion de la memoria altera la adquisicion y el mantenimiento de los
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hechos numéricos y esta interferencia da lugar a una computacién lenta e inexacta,
asi como la consiguiente alteracion en la adquisicién y uso de las operaciones de
calculo mas avanzadas.

Si bien las dificultades de calculo aparecen de forma destacada en estos
grupos de alumnos y sea quizas por esto que se han realizado mas estudios sobre
esta parte de las matematicas, en los Ultimos afios, los curriculos escolares y las
evaluaciones de matematicas han puesto el acento en el valor de la resolucion de
los problemas como una forma de poner en juego los conocimientos matematicos y
de favorecer el pensamiento y el razonamiento matematico, las cuales pueden
ayudar al individuo para la resolucién de problemas de la vida cotidiana (NCTM,
2000; Pisa, 2003, 2006).

Este aspecto de la resolucion de problemas también esta recogido el curriculo
matematico como una competencia que debe adquirir el alumnado de la ensefianza
obligatoria.

Si bien Zentall et al. (1990, 1993, 1994) como hemos visto, dedican un estudio
en el que una parte estd implicada la resolucion de problemas, las conclusiones del
mismo apuntan mas al entorno de las dificultades del calculo que no a los
problemas.

El estudio de la resolucion de problemas aritmético-verbales

Uno de los estudios mas recientes sobre la resolucion de problemas aritmético-
verbales con alumnos hiperactivos es el que ha realizado Casajus (2005). Este autor
disefia una prueba diagndstica adaptada para cada uno de los tres ciclos de la
ensefianza de primaria y de los dos ciclos de la enseflanza secundaria, con la
finalidad de mostrar las dificultades que tienen estos alumnos respecto a los
alumnos sin déficit. Utiliza tres pruebas que constan de una serie de problemas con
una estructura bastante parecida a lo largo de los diferentes Ciclos de la Ensefianza
Primaria, respetando los niveles curriculares. Las diferencias entre los ciclos vienen
dadas por una creciente dificultad, debido a la progresiva introduccion de los niveles
de numeracion (nameros hasta el 99 en el ciclo inicial, introduccion de numeros
decimales, etc.), y también la introduccion progresiva de los algoritmos (suma, resta,
multiplicacion etc.), etc. Las comparaciones vienen determinadas en el estudio
descriptivo tanto de la tipologia de problemas, como por los errores que cometen los
alumnos de ambos grupos.

La prueba diagndstica se pasa a un total de 75 alumnos (37 con TDAH y 38 sin
déficit), en la eleccién de la muestra estaban representados los tres ciclos de la
ensefianza primaria de escuelas publicas y concertadas.

El objetivo de la elaboracion de dicha prueba es la de poder comparar los
resultados del grupo Experimental con los del grupo de Control para observar el
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comportamiento diferencial de ambos grupos y poder extraer las conclusiones
pertinentes.

En la correccidn de los problemas resueltos se tiene en cuenta: la correccion o
no de la resolucion del problema, también se analizan las diferentes tipologias de
errores, ya que los errores de calculo en la fase de ejecucion no deberian esconder
una correcta comprension del problema. El andlisis del planteamiento del problema
se realiza para obtener informacion sobre la correcta comprension del enunciado. Se
parte del hecho de que al aplicar en la fase de resolucién los algoritmos
correspondientes, los alumnos denotan que la informacion que han interpretado en
el enunciado es la correcta.

Los resultados de estas pruebas ponen de manifiesto que en general los
alumnos con TDHA en todos los ciclos, tanto de primaria como de secundaria,
obtienen puntuaciones inferiores a los alumnos sin déficit. Pero también han
mostrado que a medida que aumenta la edad y por tanto, los cursos el nimero de
respuestas correctas también aumenta (exceptuando el ciclo superior de primaria).

Antes de analizar las diferencias en la resolucion de PAEVs entre los alumnos
con TDAH vy sin Déficit, se muestran los datos por Ciclos, que nos dard una idea
sobre la evolucibn en este campo de los alumnos con Déficit de Atencion e
Hiperactividad en su tarea de resolver los problemas aritméticos (Tabla 1).
Observamos la tabla general de su comportamiento resolutor, en la que se ha tenido
en cuenta, las posibilidades que hemos contemplado en la correccién de las
pruebas.

Problemas C.inicial P. | C. Medio P. | C. Superior | 2°Ciclo ESO
Correcto 114 (48,7%) | 210 (56,5%) | 239 (53,3%) | 322 (63%)
Bien planteado 19 (8,1%) 61 (16,4%) 113 (25,2%) | 109 (21,3%)
Incompleto 0 1 0 1

Mal planteado 78 (33,3%) 76 (20,45%) | 81 (18%) 38 (7,4%)

No se sabe qué ha hecho |9 11 7 14

Sin contestar 14 13 8 27

Total 234 372 448 511

Tabla 1. Resultados globales por etapas y ciclos

En la Figura 1 se puede observar que en la evolucidon porcentual de los aciertos
aumenta de una manera progresiva (exceptuando el Ciclo Superior de Primaria
debido, creemos, a la introduccion en la ejecucion del problemas de los niumeros
decimales desde el Ciclo Inicial de Primaria hasta el Segundo Ciclo de la E.S.O.
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Figura 1. Comportamiento resolutor e indices totales de cada Ciclo de la escolaridad obligatoria.

También se puede ver en el grafico que no sélo evoluciona positivamente el
namero de problemas correctos a lo largo de la escolaridad, sino que
progresivamente la comprension de los mismos mejora, no s6lo en aras de la
correccion — lo cual indica que entre otras cuestiones, mejora el calculo adecuado a
su edad, con las sucesivas introducciones curriculares, sino también del correcto
planteamiento.

Mas significativa aun es la evolucién de los problemas bien planteados, que
unidos a los bien resueltos — lo que podemos significar como problemas que se han
comprendido — denotan una trayectoria constante positiva desde el Ciclo Inicial de
Primaria hasta el ultimo Ciclo de la E.S.O.

En la Figura 2, se observa la evolucion positiva a lo largo de la escolaridad
obligatoria.

90% 84,30%
80% — 78,50%
70%
60% | 56:80%
50% -~
40% -
30% ~
20% ~
10% ~
0% -

Ciclo Inicial  Ciclo Medio Ciclo Segundo
de Primaria de Primaria Superior de  Ciclo de la
Primaria ESO

Figura 2. Evolucion porcentual en los problemas bien planteados por la muestra con TDAH
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Aqui se refleja que a pesar de que la evolucion es constante hasta alcanzar un
porcentaje superior al 84% en el Ciclo Superior de la ESO, aun muestran dificultades
en la representacién del problema una proporcion importante de los alumnos con
TDAH al acabar la escolaridad obligatoria.

Otro aspecto a tener en cuenta para los profesores y psicopedagogos, etc., es
el estudio mas pormenorizado de los resultados por ciclos ya que estos nos informan
de las dificultades que muestran los alumnos, tanto con déficit como de los alumnos
control que han intervenido.

De esta forma si miramos los resultados del ciclo Inicial de Primaria podemos
ver en el grafico de la Figura 3, que el porcentaje de problemas bien resueltos del
grupo de Control (65,4%) es significativamente mayor que los resueltos por el grupo
Experimental (48,7%). El grupo Control efectla correctamente mas ejercicios que los
errbneamente ejecutados, en cambio en el grupo Experimental se invierte este
hecho, realizando mas problemas incorrectos que correctos.

Ciclo Inicial de Primaria OProblema incorrecto

O Problema correcto

100%

80% A

60% -

40%

20% A

0%

experimental control

Figura 3. Resultados de los problemas Ciclo Inicial de Primaria

En un analisis general, en la Figura 4 se puede observar que en el Ciclo medio
de primaria aumentan los porcentajes de resolucion correcta e incorrecta entre los
dos grupos. Ahora el grupo Experimental aumenta el porcentaje de ejecucion
correcta (56,5 %), pero aumenta de la misma manera el porcentaje del grupo de
Control (72,7 %) ampliando la diferencia al 16 % entre ambos grupos. El grupo de
alumnos con TDAH ya resuelve mas problemas que los que falla, pero el grupo
Control se acerca al 75 % de ejercicios correctos.
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Figura 4. Resultados de los problemas en el Ciclo Medio de Primaria

En el Ciclo Superior de Primaria los valores porcentuales bajan, creemos que
debido a la introduccion en los datos de numeros decimales, ya que muchos de los
errores son atribuibles a las operaciones con los mismos. Aqui el grupo
Experimental realiza un 53,3 % de problemas correctos ante un 63,4 % del grupo de
Control, bajando también la diferencia porcentual entre ambos grupos (Figura 5).

Ciclo Superior de Primaria O Probl. incorrecto
@ Probl. correcto

100%

80%

60% -

40% -

20%

0%
experimental control

Figura 5. Resultados de los problemas de Ciclo Superior de Primaria

Otro aspecto interesante desde el punto de la investigacion es el estudio mas
exhaustivo que realiza el autor atendiendo a las diferentes categorias en que se
suelen estudiar los problemas llamados aritmético verbales. En los ultimos afos ha
resurgido un interés por el estudio de los problemas aritmético enunciado verbal
(PAEV), sobre todo en el alumnado de la escolarizacién obligatoria. Entre los
autores que han dedicado parte de sus estudios a la resolucion de estos problemas
podemos citar a Puig y Cerdan (1988), Nesher (1982), Carpenter y Moser (1982),
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Bermejo y Rodriguez (1990). De acuerdo con los pardmetros estudiados por un
buen namero de los autores citados, el estudio de Casajus (2005) se centra en tres
variables: variables sintacticas, de contexto y de contenido. En el caso de las
categorias semanticas, se ha estudiado especialmente las de tipo aditivo (con las
subcategorias de problemas de cambio, combinacion, comparacion e igualacion)
problemas multiplicativos, problema de enunciado largo, problema de enunciado con
varias preguntas, problemas de varias etapas con la incognita en diferentes lugares.
Ademas, se incluyeron algunos problemas en los que se estudiaron las variables
sintacticas.

En el caso del ciclo inicial de Primaria los resultados comparativos mostraron
que la practica totalidad de los grupos se decantan a favor del grupo de Control, con
diferencias muy significativas en la resolucién de los problemas de Cambio (con més
de un 25% de aciertos), dentro de las categorias semanticas, aquellos problemas en
los que en un mismo enunciado se formulan varias preguntas y los que en el
enunciado aparecen cifras (no todos datos) en numeros y letras (en ambos casos
con una diferencia del 44%, aproximadamente), los cuales presentamos en la tabla 2.

% % % %

Correcto| Correcto | Planteado | Planteado Grupos de categorias de problemas
Experim.| Control | Experim. | Control

70,4 96,3 74,1 100 |Cambio

72,2 77,8 83,3 88,9 |Combinacién

60,0 73,3 68,9 80 Comparacion

22,2 22,2 22,2 22,2 |Con la solucién en el enunciado

46,3 55,6 61,1 72,2 |lgualacion

0,0 11,1 11,1 11,1 |De enunciado largo

33,3 77,8 33,3 77,8 |De varias preguntas

18,5 33,3 25,9 40,7 |De varias etapas con incégnita en diferentes lugares

11,1 55,6 11,1 66,7 |Con numeros en cifray letra

Tabla 2. Resultados del ciclo Inicial de Primaria por categorias

La diferencia entre los dos grupos respecto a los problemas de cambio
creemos que puede responder a que éstos se basan en una transformacion
enmarcada en una accion temporal, con lo que esto conlleva, ya que los alumnos
con TDAH interpretan peor, a opinion de sus profesores, las secuencias temporales
dentro de una informacién, como es el enunciado, en este caso.

Respecto a la diferencia entre ambos grupos sobre los problemas de
enunciado con varias preguntas, la falta de atencién - manifiesta de los alumnos con
TDAH -hace que la mayoria contesten so6lo a la primera pregunta, obviando las
siguientes.

Asimismo, en un andlisis de las categorias semanticas, los problemas mas
faciles para este ciclo han sido para el grupo experimental y por este orden, los de
combinacion, seguidos de los de cambio, comparacion e igualacién. Para el grupo
de control el orden es cambio, combinacion, comparacion e igualacién. Por lo tanto,
el grupo de control sigue la misma tendencia que los resultados de Riley y otros
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(1983) que han indicado para el estudio de alumnos, en general (sin TDHA), siendo
alterado en la forma indicada por los del grupo experimental.

En el ciclo medio se observa de nuevo que las diferencias en la resolucion de
la mayoria de las categorias se decantan a favor del grupo de control (Figura 6). Hay
diferencias importantes en la resolucion de los problemas de comparacion (con mas
de un 20% de aciertos superior), bajando unos puntos porcentuales los de cambio
(18 %), pero aumentando considerablemente las diferencias en las categorias de
combinacion e igualacibn. Aumenta de manera muy considerable en aquellos
problemas con las incognitas en diferentes lugares del enunciado (28%) y en dos de
las categorias, los resultados se decantan a favor del grupo experimental,
curiosamente, una de ellas es aquella en el que la respuesta formaba parte del
enunciado. En el problema con cifras en nameros y letras, la diferencia se ha
invertido, al contrario de lo que observamos en el Ciclo Inicial de Primaria.

Ciclo Medio de Primaria
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Figura 6. Porcentajes de respuestas correctas en las diferentes categorias de problemas de
los alumnos del Ciclo Medio de Primaria

Como podemos observar, las diferencias entre el grupo con TDAH y el de
alumnos del grupo de control quedan patentes. En dos categorias ademas, el grupo
de control sobrepasa el 80% en la ejecucion correcta. Destaca el problema de
enunciado largo, categoria en la que tanto el grupo experimental como el de control,
consiguen unos resultados muy bajos, superando el grupo con TDAH al de control.
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Es en este ciclo, cuando las diferencias son menos acusadas si nos atenemos
a las categorias semanticas, se da en los problemas aditivos, aunque se mantiene la
diferencia en los problemas multiplicativos.

Los problemas multiplicativos mantienen la misma diferencia, del 23%, tanto si
se mide la resolucion correcta del problema como si se trata del correcto
planteamiento. Parece ser que a los alumnos con TDAH les cuesta mas adquirir el
concepto de multiplicacion y division.

En el Ciclo Superior de Primaria las diferencias mayores continlan en la
categoria de problemas de combinacion (21%), seguidas de la de cambio y
comparacion. Por primera vez, en los problemas de igualacion, el grupo
experimental aventaja al grupo control, asi como en los problemas con la incégnita
en diferentes lugares del enunciado, y el grupo experimental aventaja ligeramente en
los problemas multiplicativos. El orden de facilidad para la categoria semantica
cambia: combinacion — cambio — igualacién y comparacién, tanto para los del grupo
experimental como los de control. En los problemas multiplicativos, el grupo de
alumnos con TDAH supera al grupo de control, aunque por una estrecha diferencia,
asi como en la categoria en la que se proponen problemas con la incognita en
diferentes lugares del enunciado (Figura 7).
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Figura 7. Porcentajes de respuesta en las diferentes categorias de problemas de los
alumnos del Ciclo Superior de Primaria
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Al final de los estudios obligatorios de ESO los problemas que durante los otros
ciclos quedaban definidos como mas faciles para los alumnos (problemas de
combinacion), en este Ultimo tramo de la ESO, llegan casi a igualarse,
manteniéndose o aumentando las diferencias, en cambio en las demas categorias
semanticas de problemas aditivos.

Contintan las diferencias en la resolucion de los problemas multiplicativos. El
problema de enunciado largo sufre un fuerte crecimiento diferencial entre ambos
grupos, ya que lo resuelven bien los alumnos del grupo control en una proporcion
aproximada de 2,5 veces.

A continuacion mostramos los resultados comparativos por etapas y ciclos
entre los alumnos control y los alumnos con TDHA.
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Figura 8. Resultados comparativos por etapas y ciclos

Se observa que aun las diferencias de logro se decantan globalmente hacia los
alumnos sin déficit, sobretodo en el problema de enunciado largo.

Otro aspecto que se analizé en este amplio estudio fue el andlisis de los
errores de ejecucidn de las operaciones en la fase de resolucion. Concretamente se
han estudiado las siguientes categorias:

a) Errores debidos al proceso operacional (con numeros naturales vy
decimales).

b) Errores en el célculo con decimales.

c) Errores de Célculo.

d) Errores debidos a la falta de atencion.
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En el estudio se han detectado los errores que se muestran en la tabla, tanto
operando con nameros naturales como con decimales.

N° % del total % problemas N° % del total % probl. del
problemas G. Experim. problemas G. Control
. de probl. del de probl. del
Tipo de error fallados por . con errores fallados por con errores
G. Experim. -~ G. Control -~
este error. (1566) especificos este error. (1595) especificos
G. Experim. (386) G. Control (258)
Colocacion
incorrecta de las o o 0 0
cifras al ponerlos 33 2,1% 8,54% 11 0,68% 4,26%
en una operacién
Coloca mal los
miembros de la 0 0 0
resta (minuendo 40 2,55% 10,36% 14 0,87 5,42%
por substraendo)
En una resta,
siempre restan los
nimeros mayores 11 0,7% 2,84% 2 0,12 0,77%
menos los
pequenios.
Total erréneos 84 5,35% 21,76% 27 1,69% 10,46%

Tabla 3. Resultados de los diferentes tipos de errores

En la primera columna observamos que el mayor porcentaje de errores
corresponde al que los alumnos colocan mal los miembros de la resta (minuendo por
sustraendo) de manera incorrecta, es decir, saben que en los problemas se ha de
restar, pero no lo colocan correctamente.

En la Figura 9 se muestran los tres errores detectados en este apartado,
repartidos en el total de problemas de cada grupo.

@ Experimental m Control

2,5

15

0,5 -

0 -

Colocacion incorrecta de las
cifras al ponerlos en una
operacion

T T
Coloca mal los miembros de la En una resta, siempre restan los
resta (minuendo por nameros mayores menos los
substraendo) pequefios.

Figura 9. Grafico comparativo de los distintos tipos de errores
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Este error se detecta indistintamente en alumnos, tanto de Ciclo Inicial de
Primaria, hasta el Segundo Ciclo de la ESO, pasando por todos los ciclos de
ensefianza obligatoria. La resolucion, en estos casos, pasa por restar la cifra de
mayor orden. Vemos algunos ejemplos:

Juan tenia 26 euros, y su tio le dio unos cuantos euros mas. Ahora tiene
42 euros. ¢,Cuantos le dio su tio?

26

42 R: Su tio le dio 84 euros

84

Respuesta de Luis (Ciclo Inicial de Primaria)

Veamos otro ejemplo

El Sr. Juan tiene 2368 gallinas y su vecino Andrés tiene 3290 gallinas.
¢,Cuantas ha de vender Andrés para tener tantas como Juan?

2368

3290

1078

Respuesta de Alberto (Ciclo Medio de Primaria)

El otro error a destacar es aquel en que en una resta siempre se sustraen los
nameros pequefios de los mayores, tanto estén en el minuendo como en el
sustraendo. Este fendmeno a opinion de Giménez y Girondo (1990) se produce
porgue el alumno no opera con los niumeros en cuestion, sino que ve sélo digitos,
restando el pequefio del mayor, por lo que habria de trabajarlo leyendo previamente
los numeros.

Vamos a mostrar un ejemplo de este tipo de errores.

Juan tenia ahorrados 1026,68 euros, y su tio le dio unos cuantos euros mas.
Ahora tiene 1242 euros. ¢ Cuantos le dio su tio?

1026,68
12,42

1039,10 euros

Respuesta de Sergio (Ciclo Superior de Primaria)
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El dltimo de los errores de esta categoria, es aquel en el que los alumnos
colocan incorrectamente las cifras al ponerlos en una operacion de suma o resta, el
grupo de control produce el error sélo en la tercera parte de las ocasiones respecto
del grupo experimental. En este apartado se han incluido tanto las operaciones con
nameros naturales como con numeros decimales, o en operaciones entre un nimero
natural y otro decimal. Sabemos que los alumnos sin déficit, al operar con niumeros
decimales muestran muchos mas errores al efectuar las operaciones que cuando
operan con numeros naturales, este hecho se agrava en el caso del alumnado con
TDAH.

Otro aspecto interesante son los resultados de los aspectos formales de la
realizacion de los problemas. Para ello se analizan: i) la organizacion espacial, ii) la
pulcritud iii) la caligrafia.

1. Organizacién espacial. Los resultados han indicado que muchos alumnos
con TDAH no respetan el espacio fisico del problema, ocupando o bien la
parte superior o inferior. En un principio se podria pensar que esto pasa en
los cursos inferiores de primaria, pero el hecho es que se produce en todas
las etapas y cursos (ver ejemplo de la Figura 12).

2. Sobre la pulcritud. En el proceso de ejecucion operacional, los aspectos
como la impulsividad e hiperactividad, propios del déficit provocan unos
problemas afiadidos, como son la pulcritud en la presentacibn de los
ejercicios, que hacen que muchas veces sean dificiles de realizar las
correcciones.

L'Andreu fa una mitjana de 5 vialges repartint paguets amb el seu camid
guanya 35 € en cada repartiment. Quant guanya en 30 dies de fsina si cada
dia gastn 12 litres de banzina que i costa a 075 € cada litre?

i,

LIn asroplano recomo 1240 km arprimer dia. El segundo recomid 340 km mas
Quier el primero v el tevcer dia, 880 km menDes gue entre los dos dias

Figura 12. Resolucion de un problema de un alumno en el cual se puede ver la dificultad de
mantener el orden en colocacién de las cifras y de las operaciones.

3. Respecto a la caligrafia. Muchas veces la impulsividad de los alumnos con
TDAH les lleva a realizar trazas deficientes en la representacién de las cifras,
gue algunas veces son dificiles de reconocer.

Hasta aqui hemos mostrado algunas de las dificultades que tienen los alumnos
con TDAH y gue nos ayudaran a plantear metodologias que se adapten a sus
dificultades, las cuales podran ser tenidas en cuenta, tanto por los docentes de aula
ordinaria como los de reeducacion.
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Orientaciones didacticas

No podemos terminar este articulo sin mostrar algunas pautas metodolégicas
gue se desprenden de los estudios realizados.

En sesiones de reeducacién con profesores y alumnos con hiperactividad,
Casajus (2005) pudo constatar que los profesores utilizaban una serie de estrategias
metacognitivas que, aunque no eran especificas para las matematicas, sino que se
utilizaban mas globalmente para la consecucion de unos habitos de trabajo, hacian
mas Optimo el proceso de aprendizaje. Estas estrategias pueden ser aplicadas al
campo de la resolucion de problemas aritméticos, las cuales explicaremos a
continuacion.

Es importante que antes de realizar un problema se intente que el alumno con
TDAH interiorice un proceso compuesto de una serie de pasos, para que éste lo
pueda seguir y, en todo momento, sea consciente hasta donde ha llegado y donde
se para. Es por esto que los profesores de reeducacion suelen tener una hoja con
los pasos a seguir para que el alumno los pueda consultar en todo momento. El
proceso es el siguiente: 1) Coge solamente lo mas imprescindible (libro, material,
etc.), 2) Organizate el tiempo, 3) Lee el enunciado del primer problema, 4) Piensa
qué hace falta hacer, 5) Piensa cémo lo haras, 6) Hazlo, 7) Repéasalo. Muy bien!, Ya
tienes uno hecho. Repite los pasos para 3, 4, 5, 6 y 7 con los demas problemas.

Cuando este proceso general se adapta a la resolucion de problemas
matematicos, el esquema es el siguiente:

a) Lee atentamente el enunciado.

b) ¢Cudles son los datos que me dan?
c) ¢Qué me piden?

d) ¢Qué operaciones he de hacer?

e) Lo hago

f) Repaso

Hay bastantes estudios sobre las dificultades y errores que hacen los alumnos
en el proceso de la resolucion de problemas de alumnos con dificultades, entre estos
podemos citar el de Kintsch (1987) que mostro tres posibles fuentes de error al
resolver problemas aritméticos sencillos: a) mal uso o desconocimiento de
estrategias aritméticas, falsas concepciones y fracaso en el procedimiento de
conteo, b) comprensidon equivocada del problema (sobretodo linguisticas), ¢) sobre
carga de elementos en la memoria a corto plazo.

A partir de las escuelas que han participado en el estudio hemos podido
observar que no hay metodologia uniforme que utilicen los profesores de
reeducacion especifica y que cada profesor aplica la suya ya que la mayoria de ellos
no ha recibido pautas en este sentido.
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Orrantia y otros. (1993) han desarrollado en una de sus investigaciones un
programa de instruccion que intenta recoger diferentes aspectos relacionados con la
resolucibn de problemas, especialmente aquellos que tienen que ver con la
representacion problemas verbales (como puede ser las destrezas en la
descodificacion, representaciones espaciales, etc.). En las dos primeras etapas de
su programa hacen referencia a la comprension del enunciado y se refieren a las
ayudas textuales, entendiendo como tales la reescritura y la representacion
linglistica. Existen investigaciones que han mostrado que cuando se presentan los
problemas con una serie de ayudas linguisticas que hacen explicita la relacion entre
los conjuntos puestos en juego, es a decir, su estructura semantica, la ejecucion
mejora.

Orrantia en este mismo estudio propone para facilitar la comprensién de los
PAEV de suma y resta una representacion correcta, seguir las pautas siguientes:

a) Problemas de cambio. Por ejemplo: “Teresa tenia 8 caramelos y Pilar le da
4 mas. ¢ Cuantos tiene ahora Teresa?
Podemos ver que en los problemas de cambio se pasa de una situacion
inicial a una de final después de una modificacidon o cambio. Dado que los
alumnos con TDAH tienen dificultades en las secuencias temporales que
estan bien definidas, se propone enmarcar correctamente la accién en la
secuencia temporal, con ayudas de palabras en el enunciado tales como: al
principio, antes, ahora, mientras, después, etc., para entender de forma
correcta la accion de crecimiento o decrecimiento. Por tanto, el problema
podria ser rescrito como:
“Teresa tenia al principio 6 caramelos y Pilar le da después 4 mas. ¢ Cuantos
caramelos tiene ahora Teresa?

b) Problemas de combinacion. En los problemas de combinacién se describe
una relacién entre conjuntos con un esquema parte- parte- todo. En este
caso lo mas importante no es la secuencia temporal, sino que aqui es el
conocimiento de pertenencia de la cantidad de cada una de las partes.
Veamos un ejemplo: “Carmen y Juan tienen 84 cromos entre los dos. Si
Carmen tiene 28 cromos. ¢Cuantos cromos tiene Juan? La dificultad se
encuentra en saber diferenciar las cantidades de las dos partes. Por tanto,
una posible reescritura puede ser la siguiente. “Carmen y Juan tienen 84
cromos entre lo dos. De estos cromos 28 son de Carmen y el resto de Juan.
¢,Cuantos cromos son de Juan?

c) Problemas de comparacién. En este tipo de problemas lo que resulta dificil
para los alumnos con TDAH es lo qué hace referencia al conjunto mayor o
menor, haciendo una sentencia que matice estos hechos. Asi el problema:
“Nuria tiene 105 cromos, que son 24 mas de los que tiene Juan. ¢Cuantos
cromos tiene Juan? Se puede rescribir por “Nuria tiene mas cromos que
Juan. Nuria tiene 105, que son 24 mas de los que tiene Juan. ¢Cuantos
cromos tiene Juan?”
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d) Problemas de igualacion. Estos problemas son los que resultan mas
dificiles para todos los alumnos, aunque mas para los alumnos con TDAH,
ya que la comparacion entre las cantidades se establece por la expresion
“tantos como”. Por lo tanto, para una correcta interpretacion los alumnos han
de reconocer las tres cantidades que entran en juego (la de referencia, la
comparada y la diferencia) y han de saber especificar los conjuntos mayor y
menor. A modo de ejemplo, si el problema dice: “Maria tiene 73 euros y su
hermana Nieves tiene 48 euros. ¢Cuantos euros le faltan a Nieves para
tener tantos como a Maria?”. La reescritura pasaria por: “Maria tiene 73
euros y su hermana Nieves menos, ya que solamente tiene 48 euros.
¢, Cuantos euros hemos de dar Nieves para que tenga tantos euros como
Maria?”.

Es interesante resaltar que en el estudio que realiza Casajus (2005) una parte
esta dedicada a la reescritura de problemas PAEVs con alumnos con TDHA en los
niveles de Primaria y de ESO obteniendo buenos resultados.

Veamos otro ejemplo de problema reescrito:

“Marta tiene 245 euros y su hermana Nuria tiene 123 euros.
¢,Cuantos euros le faltan a Nuria para tener tantos como Marta?”

Problema reescrito:

“Marta tiene 356 euros y su hermana Nuria menos, ya que soélo tiene
234 euros. ¢ Cuantos euros hemos de dar a Nuria para tener tantos
como Marta?”

A la vista de los resultados vemos que el alumnado dice que prefieren que
estén reescritos, en mayor grado en los problemas de la categoria de cambio. Los
resultados de los problemas de comparacion no se muestran con una preferencia
clara, incluso los de Igualacién son preferidos aquellos sin reescribir, aunque estos
sélo fueron pasados a alumnos de ESO, que al mostrarse tan faciles preferian los
“que tienen menos letra (enunciado)”. Aunque habria de realizarse un estudio mas
exhaustivo y mucho mas profundo sobre las categorias semanticas en todos los
ciclos, parece que los problemas reescritos serian muy adecuados para los alumnos
de Primaria. Nuestra pequefia muestra, asi parece indicarlo. En cambio, en cursos
mas elevados la preferencia no parece indicar una reescritura de los enunciados,
porque no lo necesitan, o porque prefieren que no se modifiquen.

Para ayudar a la organizacion del espacio en la resolucion de problemas PAEV
se ha visto que una buena estrategia operacional es parcelar el espacio del
problema, separando cada trozo en la determinacion de la incognita (¢ Qué me
piden?), la explicacion de los datos, el espacio para el calculo operacional y el
destinado al resultado. De esta forma se tiene controlado en todo momento los
elementos del proceso. Veamos un ejemplo en la Figura 12
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7. He anat a Zara i he comprat uns pantalons que valien
33,15 euros, un jersei que valia 12,70 euros, un cinturé de
7 euros i una bufanda que no recordo quant m'ha costat. Si
en total he pagat 62,55 euros, quant m'ha costat la

bufanda?
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Figura 12. Muestra de una buena distribucién del espacio de un problema

Este tipo de organizacién, ademas, facilita al alumno con TDAH la organizacion
del espacio fisico, que como hemos indicado es una de las cuestiones que les
cuesta mucho.

Hemos visto que gracias a los estudios realizados nos permiten conocer
detalladamente las dificultades que muestra el alumnado con TDHA en el
aprendizaje matematico, cuales son los errores suelen cometer en la resolucion de
los problemas PAEV y cdmo el conocimiento de éstos, pueden contribuir a la mejora
de la ensefianza de las matematicas.
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Sindrome de Down: contenidos matematicos mediados por
ordenador

Juana M2 Ortega Tudela

Resumen

En el presente trabajo, se intenta ofrecer una vision especifica de como los materiales
multimedia ofrecen una serie de posibilidades que favorecen el aprendizaje de contenidos
matematicos a personas con sindrome de Down. A partir de la investigacion realizada, se
analizan las posibles dificultades a las que se enfrentan las personas con sindrome de Down
en el aprendizaje de los conceptos basicos matematicos. Con el presente articulo se trata de
mostrar herramientas sencillas de trabajo que nos ofrecen multiples opciones de respuesta a
las dificultades existentes en el aula.

Abstract

This paper aims to show how the multimedia material can help Down Syndrome (DS) children
to learn mathematical contents. We review recent research characterising the mathematics
learning by DS children as well as the role of new technologies to improve this domain-
specific learning. All this will provide simple work tools that can help teachers to manage
some classroom situations.

1. Introduccioén

Una de las ciencias mas abstractas y dificiles de comprender por la gran
mayoria de las personas es la Matematica. Este nivel de abstraccion ha hecho que
habitualmente se considere un ambito inaccesible para personas con necesidades
educativas especiales, y mas aun para personas con dificultades derivadas de
alteraciones cognitivas, como ocurre con las personas con sindrome de Down (SD).

Este hecho ha ocasionado que durante muchos afios la Matematica haya sido
una de las areas menos estudiadas en referencia a los procesos de aprendizaje de
las personas con SD. Esta falta de estudios exhaustivos ha provocado, asi mismo,
que determinados autores afirmen que estas personas presentan especiales
dificultades a la hora de enfrentarse a este tipo de contenidos (Carr, 1988, Byrne et
al. 1995).
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Sin embargo, la historia nos ha demostrado cémo las dificultades, que en
muchas ocasiones se atribuian a estas personas, eran solventadas y se conseguian
logros hasta ese momento impensables. El aprendizaje de la lectura y de la
escritura, por ejemplo, también fueron en su momento contenidos vedados para
estas personas, pero Unicamente el empefio de los profesionales que los atendian y
el esfuerzo diario de estas personas fueron necesarios para conseguir superar estas
metas.

En la actualidad, cada dia nos encontramos con mas autores que ponen su
atencion en el estudio de los procesos de aprendizaje de las matematicas en las
personas con SD (Caycho et al. 1991; Casey et al. 1988, Sloper et al. 1990;
Shepperdson, 1994; Aguilar et al, 2003, entre otros). El auge en este campo de
investigacion esta dando la oportunidad de que se conozcan, mas detenidamente,
las caracteristicas de las personas con SD que hacen posible la adquisicion de este
tipo de contenidos. Desde nuestro punto de vista, sélo el conocimiento de dichas
caracteristicas y la adecuacion de métodos y materiales a estas caracteristicas
haran posible un aprendizaje efectivo y eficaz de estos contenidos (Ortega-Tudela y
GOmez-Ariza, 2006; Ortega-Tudela, 2005; Ortega-Tudela y Parras, 2002).

Siguiendo esta argumentacion, a continuacion se expondran las caracteristicas
cognitivas de las personas con sindrome de Down atendiendo a los tres procesos
fundamentales que rigen el aprendizaje: atencidén, percepcion y memoria.
Posteriormente se tratara de analizar cOmo estos procesos se ven involucrados en la
adquisicién de contenidos matematicos para obtener una mayor comprension del
problema. Para finalizar trataremos de dar una visiobn de como los productos y
metodologias resultantes de la utilizacion de las Tecnologias de la Informacion y la
Comunicacion pueden ser utilizados para optimizar las posibilidades de las personas
con SD y asi tratar de dar respuesta a las necesidades planteadas debido a su
diversidad cognitiva.

2.- Sindrome de Down y Matematicas: necesidades derivadas

Parece obvio que algunas de las caracteristicas de las personas con SD
pueden, en muchas ocasiones, dificultar el acceso a la informacion y por tanto al
aprendizaje de los contenidos conceptuales, sean estos del tipo que sean. Sin
embargo, algunas de estas caracteristicas van a dificultar en mayor medida los
contenidos conceptuales del &mbito de las matematicas, dado el nivel de abstraccion
de los mismos.

Caracteristicas sensoriales (desérdenes oftalmologicos, audiolégicos vy
otorrinolaringologicos) como las que pueden presentar las personas con SD pueden
dificultar su acceso a la informacion y por tanto determinar su estilo y posibilidades
de aprendizaje (Dahle y Baldwin, 1994; Pueschel y Sustrova, 1997). Para
acercarnos a este estudio, analizaremos las dificultades observadas en los procesos
de Percepcién, Atencion y Memoria.
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2.1.- Dificultades en Percepcion

En la actualidad, la mayoria de las dificultades en los sistemas receptivos
pueden ser solventadas mediante ayudas técnicas que favorezcan la recepcion de la
informacion, bien por el canal menos deteriorado o0 bien maximizando las
posibilidades de los restos habiles que posea la persona (auditivos o visuales). El
uso de los modernos audifonos o correctores de vision, favorece que se solventen
gran parte de las dificultades de acceso a la informacién de muchas personas con
Sindrome de Down. No obstante, una vez solventadas las posibles dificultades
derivadas de problemas en los érganos receptores de informacién, estas personas
pueden presentar, en menor o mayor grado, deficiencias en los mecanismos
encargados del procesamiento de la informacion recibida, especialmente cuando la
presentamos por el canal auditivo frente al visual (Marcell y Amstrong, 1982; Lincoln
et al, 1985; Pueschel, 1990; Rondal et al, 1997).

La percepcion es la capacidad por la cual recibimos los estimulos del exterior a
través de los sentidos y los transferimos al cerebro para, posteriormente, dotarlos de
significado procesandolos. Este acto de interpretar los estimulos externos viene
mediado, en primer lugar, por los érganos receptivos. Sin embargo, en muchas
ocasiones, a pesar de no existir ninguna dificultad sensorial, existe una dificultad a la
hora de dar significado a esa informacién relevante, ya sea por problemas biolégicos
o de otra naturaleza. Dentro de las especificidades derivadas del SD, nos
encontramos con alumnos que, o bien tienen dificultades para extraer informacion
visual y auditiva de su entorno, o bien tienen dificultades para dotar de significado y
procesar esa informacion que les llegan a través de los Organos receptores.
(Buckley, 1995; Cunninghan, 1995). En ocasiones alumnos que no presentan
dificultades sensoriales propiamente dichas, ya que reciben perfectamente esta
informacion del exterior, no son capaces de dotarla de significado por dificultades en
el procesamiento posterior de la informacion. Estas peculiaridades han de ser
atendidas especificamente mediante métodos que faciliten la discriminacion de la
informacion relevante, de aquella otra informacion que no ofrezca elementos de
apoyo al desarrollo de la tarea.

Dada la relacion existente entre percepcion, atencion y memoria, es
comprensible que aparezcan determinados problemas en la codificacion y
recuperacion dependientes de la modalidad de la informacion. Asi, las personas con
Sindrome de Down presentan mayores dificultades en estos procesos ante
informacion de tipo verbal que frente a informaciébn con apoyos visuales. Los
procesos de codificacion y recuperacion ademas, requieren la participacion de los
mecanismos de atencion, por lo que cualquier dificultad en este sistema puede
repercutir en el procesamiento de la informacion.

Todas estas diferencias en el modo de percepcién y procesamiento de dicha
informacion van a dar lugar a distinciones en los estilos y ritmos de aprendizaje en
las personas con SD. A su vez, van a mediatizar el proceso de ensefianza haciendo
necesaria la planificacion de metodologias, lo suficientemente ricas y flexibles, como
para atender a la diversidad.
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2.2.- Dificultades en Atencion

La atencion puede ser entendida como un sistema complejo encargado de
dirigir, optimizar y controlar el procesamiento de la informacién. Se asume que este
sistema tiene funciones de orientacidon/seleccion, alerta/vigilancia y control ejecutivo.

Entendemos por orientacion la capacidad de movilizar los sistemas sensoriales
hacia un estimulo relevante.

Por otro lado, la funciébn de alerta hace referencia al grado o estado de
vigilancia que permite a la persona estar en disposicion de reaccionar ante un
estimulo y mantener este estado en el tiempo.

Por ultimo, el control ejecutivo implica, entre otras cosas, la capacidad de
gestionar los recursos cognitivos para poder realizar tareas concurrentes o resolver
conflictos de procesamiento.

Dada la complejidad de este sistema, los problemas de atencion suelen ser
habituales en las aulas, existiendo diferentes niveles de dificultad a este respecto.
Cuando nos referimos a personas con Sindrome de Down, estas dificultades suelen
presentarse con una gran incidencia. Algunos de los problemas que se observan en
este sentido son los relacionados con:

e Diferencias en la amplitud de la atencién. Nos encontramos con alumnos
gue pueden presentar un foco de atencion excesivamente centrado en algo
(por lo que pueden perder informacion relevante) o excesivamente amplio.
En este ultimo caso, el gran nimero de estimulos que hay que procesar
puede causar una sobrecarga.

e Fallos en las posibilidades de cambio del foco de atencion de un estimulo
relevante a otro. Algunos alumnos presentan dificultades para modificar el
foco de atencion ante una demanda nueva.

e Problemas de concentracién, tanto por exceso, como por defecto. Podemos
encontrarnos alumnos que se centran demasiado en un determinado
estimulo y otros en los que sus niveles de concentracion son tan vagos que
no pueden focalizar la atencion adecuadamente.

¢ Distraibilidad, ante la imposibilidad de obviar los estimulos irrelevantes.

e Escasez de recursos atencionales. Fallos en los mecanismos de distribucion
o incapacidad para atender a dos estimulos a la vez.

e Fatigabilidad. Hace referencia a alumnos que presentan una dificultad para
mantener la atencion en una determinada tarea, independientemente de que
existan elementos distractores. Se produce una fatiga en el mantenimiento
de la atencion lo que da lugar al abandono o retraso en la ejecucion de la
tarea.

¢ Disfunciones en la vigilancia. Se presentan niveles de alerta y receptividad
excesivamente bajos o altos.
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2.3.- Dificultades de memoria

Otro de los factores que dan lugar a las dificultades percibidas en las personas
con SD viene derivado de las alteraciones en los procesos de memoria. Mas
concretamente, la investigacion ha sefalado a las dificultades en la memoria de
trabajo (MT), como uno de los sistemas cognitivos que mayores implicaciones tiene
en los procesos de ensefianza-aprendizaje.

La MT es un sistema de capacidad Ilimitada, encargado tanto del
almacenamiento temporal de la informacidn como de su procesamiento. De esta
manera, la MT estd implicada en un gran nimero de tareas cognitivas, como la
comprension y la resolucion de problemas. Su importancia radica en la posibilidad
que nos ofrece de crear una representacion mental de los acontecimientos
integrando la informacion parcial que tenemos en un momento dado con el
conocimiento previo que poseiamos sobre el tema (del lenguaje, el tema del texto,
etc...). Al mismo tiempo, la MT nos permite actualizar sus contenidos, manteniendo
activa la informacion relevante e inhibiendo la informacion redundante o menos
importante.

En la practica educativa puede observarse que algunas de las dificultades que
presentan los alumnos con SD estan relacionadas con el funcionamiento eficiente de
la MT, lo que exige poner en practica determinadas estrategias didacticas, como la
repeticion de elementos importantes de la tarea de forma continuada para conseguir
una mejor ejecucion. Algunas de las dificultades encontradas hacen referencia a
problemas en el almacenamiento a corto plazo y en los procesos de codificacion y
recuperacion que requieren cierto control atencional (Pelegrina, Gomez-Ariza y Bajo,
2001).

Por otro lado, las personas con SD presentan en ocasiones dificultades debido
a la mayor dificultad que poseen para la utilizacion de estrategias de memoria. Estas
estrategias de memoria son procesos mentales que las personas ponen en marcha
voluntariamente, y de forma controlada, con el objeto de mejorar su ejecucion en
una tarea de aprendizaje. Algunas de estas estrategias de memoria son (Bjorklund y
Douglas, 1997):

e Repaso: repetir abierta o encubiertamente el material para mantenerlo activo
en la memoria de trabajo.

e Organizacion: intentar estructurar el material organizandolo o clasificandolo
en categorias para darle una estructura y facilitar su activacion.

e Elaboracion: intentar dotar de un significado extra la informacion a
memorizar para que sea mas facil de recordar, afladiendo informacion al
contenido para, de alguna manera, crearnos una imagen mas completa que
facilite su recuerdo.

Estas estrategias aparecen gradualmente con el desarrollo de los nifios. Sin

embargo, en ocasiones los alumnos con sindrome de Down no las ponen en practica
de forma voluntaria en situaciones que requerian de su uso. La investigacion ha
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demostrado que la ensefianza explicita de este tipo de estrategias facilita su
adquisicion y aplicacion a diversos contextos.

3.- Down y Matematicas

Las alteraciones en los procesos de atencion, percepcion y memoria presentes
en las personas con SD van a ser en gran medida las definitorias de su aprendizaje.
Estas caracteristicas van a mediar la forma en que las personas con SD se acercan
al conocimiento de cualquier tipo de materia, incluidas las matematicas. Como
mencionamos con anterioridad, durante algun tiempo los estudios realizados hacian
pensar que las personas con SD poseian una especial dificultad que impedia su
acceso a los contenidos matematicos (Gelman y Cohen, 1988; Porter,1999; entre
otros.) Sin embargo en la década de los 90, autores como Buckley y Sacks (1987) y
Carr (1988) comienzan a prestar atencién al aprendizaje de las matematicas por
parte de las personas con SD, encontrando datos alentadores que hacian pensar
gue, aungue si bien era cierto que estas personas presentaban dificultades en el
acceso a este tipo de contenidos, en algunas ocasiones estas dificultades se veian
influenciadas por factores externos y ajenos a la persona, como por ejemplo el tipo
de escolarizacion (Sloper, Cunningham, Turner, Knussen, 1990; Casey, Jones,
Kugler y Watkins, 1988, Shepperdson, 1994). Este hecho demuestra que la dificultad
ante las matematicas, que presentan las personas con SD, no es una dificultad
inherente a sus caracteristicas e imposible de solventar, sino una caracteristica
modificable y solucionable mediante el uso de las ayudas pertinentes.

En los ultimos afios se ha observado un incremento en las investigaciones que
tratan de conocer como aprenden matematicas los nifios con SD (Nye, Clibbens y
Bird, 1995; Monari, 2002), intentando en muchos casos desbancar la idea existente
de que las personas con SD Unicamente pueden adquirir aprendizajes matematicos
de forma superficial o literal y sin comprender aquello que retienen. Sin embargo, si
pretendemos dar una respuesta a las necesidades que las personas con SD
muestran ante los contenidos matematicos, debemos preguntarnos en qué medida
sus dificultades en atencién, percepcion y memoria pueden dificultar su acceso a
dichos contenidos.

Tal y como sefialamos anteriormente, la mayoria de las dificultades que
presentan los alumnos con Sindrome de Down en los sistemas sensoriales pueden
ser corregidas mediante ayudas técnicas que facilitan y en muchos casos posibilitan
el acceso a la informacion. Audifonos, gafas o implantes, entre otros, van a ser
algunos de los instrumentos que las personas con SD utilizan para solventar los
problemas perceptivos. Hemos de tener en cuenta que una mala recepcion de la
informacion puede dificultar, ain mas, los problemas que estas personas tienen a la
hora de enfrentarse a los contenidos matematicos. El lenguaje matematico utiliza
nameros, figuras, signos, incluso espacios, que en ocasiones transmiten una gran
cantidad de informacion, pero que no son facilmente accesibles. Clarificar el
lenguaje matematico, hacerlo lo mas accesible posible, seria uno de los trabajos
claves para solventar problemas que se puedan presentar en la recepcion de dicha
informacion. A las ayudas técnicas que podamos utilizar habria que unir el uso del
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canal menos defectuoso para presentar la informacion. Asi, a los alumnos que
posean deficiencias a nivel auditivo deberia presentarsele la informacion matematica
clara y concisa utilizando fundamentalmente el canal visual, empleando imagenes
que dinamicen el acceso a la informacién para este tipo de alumnos. Por otro lado,
alumnos que posean deficiencias a nivel visual, deberan tener ayudas auditivas, con
mensajes claros y concisos que faciliten su acceso a la informacion.

Sin embargo, una vez solventado el primer filtro de los érganos receptivos nos
encontramos con personas que no son capaces de dotar de significado aquella
informacion que obtienen del exterior. Las dificultades en procesar la informacion
recibida del exterior se ve claramente reflejada en las dificultades que presentan las
personas con SD a la hora de enfrentarse a la resolucién de problemas. Ejercicios
simples de resolucion de sumas o restas pueden presentar para ellos un nivel de
abstraccion dificilmente solucionable de no utilizarse metodologias especificas.
Dichas metodologias deben facilitar la discriminacion de la informacion relevante de
aguella otra que no ofrezca elementos de apoyo al desarrollo de la tarea.

La utilizacion de problemas graficos ayuda a dinamizar la recepcion y posterior
procesamiento de la informacion, especialmente en materias con el nivel de
abstraccién que presenta la matematica. Ejemplo claro de este tipo de herramientas
son los materiales usados en el Tutorial Inteligente sobre Conceptos Légico-
Matematicos elaborado en la Universidad de La Laguna (Bruno, Noda, Aguilar,
Gonzalez, Moreno y Mufioz, 2006)

Junto con los problemas de percepcién nos encontramos que las deficiencias
atencionales que pueden presentar las personas con SD imposibilitan, en muchos
casos, el acceso a los contenidos matematicos. Asi, los problemas derivados de las
dificultades en el foco de atencién pueden provocar que algunos alumnos con un
foco de atencién excesivamente centrado en algo, no sean capaces de abstraer toda
la informacion relevante presentada en un problema. Por otro lado, alumnos con un
foco de atencion excesivamente amplio, pueden verse perjudicados por un exceso
de informacion y una incapacidad para saber en cada momento cual es la
informacion relevante y clave para resolver un determinado ejercicio.

Las dificultades en el cambio de foco de atencién dificultan el dinamismo
necesario a la hora de resolver problemas matematicos. Los alumnos que presentan
esta dificultad van a requerir de estimulos salientes que orienten en cada momento
cual ha de ser el destino de su atencion en cada paso.

Los problemas de concentracién por exceso y por defecto, van a obstaculizar la
recepcion, acceso y procesamiento de la informacion, en cualquier contenido y
especialmente cuando estamos haciendo referencia a contenidos de la complejidad
o abstraccidén de la matematica. De aqui se va a deducir la necesidad de presentar
materiales matematicos en los cuales no se presenten elementos distractores que
dificulten el acceso a los datos importantes, ni por otro lado, fichas con un caracter
marcadamente sobrio y sin elementos que identifiquen cuéles han de ser los
elementos mas destacados de las mismas.
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Otro de los problemas mas importantes que se presentan en referencia a la
atencién por parte de las personas con SD es el relativo a la escasez de recursos
atencionales. Estas personas presentan muchas dificultades para atender a dos
estimulos a la vez, recurso que en muchas ocasiones se utiliza para enfatizar el
mensaje, pero que en estas ocasiones no es mas que una dificultad afiadida a la
tarea matemética. Ante esto, siempre se ha de tener clara la necesidad de presentar
los problemas matematicos unificando los mensajes y estimulos de manera que no
se presenten informaciones que no sean complementarias a través de dos canales
perceptivos diferentes.

La fatiga en el mantenimiento de la atencion suele ser otro de los problemas
claves, pero, quizas, uno de los de mas facil solucién y a los que mas respuestas se
estan dando desde las tecnologias de la informacion y la comunicacion. El uso cada
vez mas frecuente de programas multimedia interactivos, con un marcado caracter
ludico, consiguen que los alumnos se olviden en muchas situaciones de que estan
aprendiendo y disfruten con el juego matematico, sin presentar ningan signo de
fatiga.

En lo referente a las dificultades de memoria y los problemas que se pueden
presentar al afrontar contenidos matematicos, nos encontramos con que la memoria
de trabajo esta directamente relacionada con practicamente la totalidad de
contenidos y operaciones matematicas. Todas las dificultades presentadas en el
almacenamiento a corto plazo de la informacion y en la codificacion y recuperacion
de contenidos (Pelegrina, Gbmez-Ariza y Bajo, 2001) van a dificultar en gran medida
los distintos contenidos matematicos. Desde el conteo a la resolucion de problemas,
mantener elementos activos en la memoria mientras procesamos nueva informacion
va a ser una de las premisas claves de la dinamica matematica, por lo que en gran
medida este es uno de los problemas mas graves a los que nos enfrentamos cuando
abordamos este tipo de dificultades. La ensefianza explicita de estrategias de
memoria va a ser fundamental para solventar este tipo de problematicas
observadas.

4.- Las TICs como un modo de responder a la diversidad en la
atencion a personas con Sindrome de Down

Por todo lo dicho con anterioridad, hablar de diversidad implica ser consciente
de que existen diferencias entre las personas y comprender que éstas viven en una
constante interaccion con el medio que nos rodea. Este intercambio constante ofrece
a la persona herramientas para desarrollarse y evolucionar, pero también la
posibilidad de modificar este ambiente para que sea cada vez mas favorecedor.

No obstante, tal y como sefala Alba (1998), no debemos olvidar que el
desarrollo tecnolégico en muchas areas, tales como la informéatica o las
telecomunicaciones, no ha producido avances que hayan tenido como objetivo
fundamental ayudar a mejorar la calidad de vida de las personas con sindrome de
Down. Sin embargo, todos estos avances han tenido el efecto colateral de ofrecer
nuevos escenarios de desenvolvimiento para estas personas. El desarrollo de las
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tecnologias aplicadas al aula facilita el trabajo con el alumnado ofreciendo multiples
alternativas al proceso tradicional de ensefianza-aprendizaje. Pero ¢como puede el
ordenador favorecer las capacidades de las personas con Sindrome de Down?

El auge de las TICs esta haciendo aparecer un gran numero de materiales y
productos capaces de ofrecer respuestas que optimicen el acceso, procesamiento y
recuerdo de la informacion. Sin embargo, uno de los aspectos fundamentales que
hay que tener en cuenta a la hora de hablar del uso de los medios, hace referencia a
los efectos que estos producen en los individuos o en los contextos en que se
desenvuelven. Estas consecuencias de las tecnologias les van a afectar directa o
indirectamente (Garcia, Roces Gonzalez, 2002). Segun Pérez (2000) existen cuatro
posibles efectos de estos medios:

e Alteraciones en los procesos y en las estructuras del conocimiento. Cada
medio exige una acomodacion al tipo de contenido presentado, de manera
que cada formato utilizado va a ser distinto en funcién del medio que lo
genere. Asi, por ejemplo, la estructura del contenido sera distinta en funcion
de si se presenta en formato texto o en formato video o en formato web.

e Alteraciones en el repertorio de habilidades o destrezas de los individuos.
Estas alteraciones van a producir consecuencias en sus estructuras
psicologicas, afectando asi a los mecanismos de comprension y
memorizacion. Las acciones de manejo, codificacion y decodificacion de la
informacion terminan alterando la propia informacion, ademés de los modos
en como esta se comprende, almacena o utiliza. Nos encontramos, por
tanto, que existen diferencias sustanciales en como conocemos a través de
un libro, un texto manuscrito o un material multimedia.

e Alteraciones en los valores motivacionales de los estimulos, que provocan
escalas de interés. Estas alteraciones van a provocar que la prioridad que le
damos a una determinada informacion o formato dependa, en ocasiones, del
medio y el lenguaje utilizado para su difusién.

e Alteraciones de la naturaleza socio-comunitaria, afectando principalmente a
las redes que intervienen en los procesos de generacion del pensamiento, al
tipo de representaciones sociales que se forman y a los mecanismos que
intervienen en estos procesos. En definitiva, al sistema que soporta los
pensamientos, su produccién, su desarrollo y su difusion o mantenimiento.

Si partimos del concepto de diversidad, la escuela ha de ofrecer estrategias de
ensefianza diversificadas que posibiliten que todos los alumnos accedan al
aprendizaje. Para favorecer esta diversidad de experiencias educativas es necesario
ofrecer itinerarios formativos diversos, capaces de dar respuesta a las necesidades
de cada uno de los alumnos.

Desde esta perspectiva, el ordenador puede crear un espacio Util, interactivo y
multisensorial que facilita a la persona con Sindrome de Down un entorno
comprensible y flexible en el que puede desarrollar al méximo sus potenciales. Esto
es asi, basicamente, por dos motivos:
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e Por las posibilidades de uso y soporte de gran numero de sistemas
simbdlicos.
e Por la oferta de estos sistemas simbdélicos de forma flexible y multisensorial.

El ordenador ofrece un entorno rico y adaptable que favorece la creacion de
diferentes itinerarios de acceso al conocimiento, individualizando en cada momento
la ruta de adquisicién del mismo. De igual forma, ofrece al alumno la posibilidad de
aumentar el grado de autonomia e independencia personal, al poder trabajar sélo y
necesitar menos ayuda de otros. Otra de las caracteristicas del ordenador es que
permite una mayor rapidez y calidad en el resultado del trabajo, lo que ahorra al
alumno considerable esfuerzo y contribuye a eliminar el sentimiento de fracaso. Por
otro lado, el ordenador puede almacenar datos de logros de cada nifio y permite en
ocasiones establecer un control mas objetivo sobre el progreso del alumno y la
validez del programa.

Todas estas posibilidades que nos ofrece la tecnologia facilitan la planificacion
de una metodologia coherente para la ensefianza de las matematicas a la persona
con sindrome de Down. Concretamente, uno de los materiales mas flexibles y que
mayores posibilidades tienen a la hora de adaptarse a las diferencias individuales es
el material multimedia.

Los materiales multimedia hacen referencia a recursos informaticos que unen
en un mismo programa elementos como textos (secuenciales e hipertextuales),
graficos, imagenes, videos, sonidos y musica, entre otros. Son muchas las ventajas
que ofrece dicho material, y algunas de las mas importantes se resumen en este
cuadro: (Marques, 1997).

Ventajas del Material Multimedia en la Ensefianza
(Marqueés, 1997)
Posibilita una mayor adaptacion a las caracteristicas, actitudes y aptitudes de
los usuarios, ademas de a las caracteristicas del contenido en si, ofreciendo
un mismo hecho desde diferentes sistemas simbdlicos.

Posibilita la interconexion de informacion de diferente indole y naturaleza.
Facilita el acceso a la informacion con gran rapidez.

Despierta actitudes positivas en el estudiante, atraccion, motivacion, caracter
ladico.

Desarrolla la aplicacion de nuevas estrategias de aprendizaje, no basadas en
el aprendizaje superficial.

Facilita el dinamismo en el aula, ya que puede ser compartido por mas de un
alumno.

Sin embargo, no debemos olvidar la necesidad de exigir cierta dosis de
aspectos atractivos. Sin ellos, el instrumento educativo podria llegar a convertirse en
algo aburrido para el nifio y tener mayores dificultades para cumplir el objetivo para
el que fue creado. Esto viene respaldado por estudios que muestran que la
motivacion es un requisito primordial del aprendizaje académico. Cuando se trata de
nifios y, mas aun, cuando son nifios con Sindrome de Down, el impulso motivador se
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consigue a menudo mediante la presentacion ludica de las diversas actividades. Mas
aun, cuando mediante el material multimedia pretendemos dinamizar la comprension
de materias, tradicionalmente tan aridas, como las matematicas. Esta es una de las
razones por las que el software educativo pretende presentar, en mayor o0 menor
medida, un aspecto exterior llamativo que frecuentemente incluye imagenes, sonido,
colores y movimiento, todo ello unido al contenido educativo.

No obstante, este aspecto ludico no se da en el mismo grado en todo el
software educativo. En algunos aparece tan evidente y sofisticado que puede llegar
incluso a anular el contenido educativo y convertirse en un mero pasatiempo. En
otros, se muestra de una forma atenuada y divertida de manera que el nifio aprende
con la sensacion de estar jugando y su objetivo se ve cumplido (Bright y Harvey,
1984). No obstante, en ocasiones nos encontramos con materiales en los que se
prima el contenido educativo sobre el ludico aunque, segun los casos, se intenten
introducir elementos llamativos con el fin de que su empleo se convierta en una
actividad mas placentera.

Como se puede comprobar, a la hora de realizar la elecciébn del material
multimedia que pretendemos utilizar en el aula, es extremadamente importante tener
en cuenta por un lado todos los aspectos técnicos y por otro los estéticos, optando
por materiales que presenten una buena conjuncion de ambos componentes. En
este sentido, Marqués (1997) realiza una propuesta sobre como han de ser los
buenos materiales multimedia que, de alguna manera y matizada, puede ser
extrapolada a como han de ser los materiales para atender a las caracteristicas y
necesidades de las personas con Sindrome de Down.

5.- Multimedia como respuesta a dificultades de percepcion,
atencién y memoria

Uno de los objetivos de la educacion es ofrecer entornos de aprendizaje que
posibiliten el mayor desarrollo de las potencialidades de todos los alumnos. Para dar
respuesta a este objetivo primero se han de conocer no las limitaciones, sino las
posibilidades de estas personas, para a partir de ellas optimizar todo el proceso de
aprendizaje. De este andlisis se deducen una serie de implicaciones educativas que
es necesario destacar y que potenciaran el uso del ordenador como medio
enriguecedor de ensefianza aplicada a las personas con Sindrome de Down.

Por un lado, las dificultades en atencion hacen que sea imprescindible que en
el estilo de ensefianza utilizado se adopten instrucciones claras y muy detalladas
(Macias, 1999). Es importante hacer que estos alumnos entiendan lo que se les pide
y sOlo asi se conseguira el éxito en la meta que se les propone. Esta necesidad
también viene respaldada por las dificultades que presentan en el procesamiento de
la informacion. Es conveniente ofrecer las actividades secuenciadas segun el grado
de dificultad. Este planteamiento favorece la interiorizacion del aprendizaje cuando
se parte de lo mas simple a lo mas complejo.
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Los estudios de Clements y Samara (2002) muestran que los alumnos tenian
un mayor acceso a la informacion cuando se presentaban tareas organizadas en el
ordenador, incluso mejor que ante tareas manipulativas, ya que se favorecia la
representaciéon mental de sucesos gracias al dinamismo que ofrece este material. En
este sentido, Ortega-Tudela y Gémez-Ariza (2006) demostraron que un grupo de
nifios con sindrome de Down aprendia mejor los procesos de conteo y cantidad
mediante un material multimedia, que otro grupo de nifios también con sindrome de
Down, pero que aprendian utilizando metodologias tradicionales. Esta mejor
ejecucion se observé incluso ante tareas manipulativas que no fueron trabajadas
previamente. Una de las conclusiones presentadas en este estudio hace referencia a
las dindmicas de conteo que aprendian los nifios del grupo multimedia.

Una de las conclusiones de este estudio es que podria pensarse que esto
sucedia debido a las estrategias de focalizacién de la atencién que se utilizaban al
presentar la informacion con estos materiales. EI uso del ordenador parecia
favorecer el aprendizaje de estrategias de conteo en mayor medida que la
ensefianza tradicional, gracias a las distintas posibilidades de dinamizacion y
representacion que utiliza, tales como la iluminacion, el resalto o el movimiento de
los elementos a contar. Una vez mas se pone de manifiesto la importancia del uso
de materiales multimedia para dinamizar y hacer accesibles materiales con un alto
grado de abstraccién para las personas con Sindrome de Down.

Los profesores tienen ante si una serie de avances tecnoldgicos para dar
respuestas a las necesidades educativas de los alumnos con estilos y ritmos de
aprendizajes diferentes. Asi, mediante la utilizacion de este tipo de materiales se
puede dar solucién a problemas de atencion derivados de, entre otras cosas, la
monotonia. El ordenador puede proponer diferentes actividades de caracter atractivo
y ludico, lo cual puede favorecer que no se produzcan pérdidas de atencion por el
caracter monotono de la situacion académica.

No obstante, es necesario ser consciente de que el uso de un determinado
programa puede agravar los problemas de atencion de nuestros alumnos, si no se
tienen en cuenta los posibles estimulos distractores. Nos encontramos en
situaciones en las que se nos presentan materiales multimedia de gran riqueza
instrumental, pero que poseen lagunas metodoldgicas. Una de las lagunas mas
importantes que suelen tener los programas multimedia comerciales es que el
esmero con que se ha cuidado la calidad estética del mismo hace que, en
ocasiones, se descuide la calidad metodoldgica y se presenten tantos estimulos al
nifio que se conviertan en objetos distractores.

Esta herramienta también puede contrarrestar las dificultades en motivacion y
fatiga que pueden presentarse en el alumno. Se ha mencionado como las tareas y
metodologias de ensefianza pueden dar lugar a un sentimiento de cansancio e
incluso frustracién cuando se le plantean actividades monétonas y con un elevado
grado de dificultad. Al presentar actividades con el ordenador podemos aprovechar
sus posibilidades ladicas y motivadoras para favorecer un aprendizaje mucho mas
atractivo para el alumno. Diferentes investigaciones muestran las posibilidades que
presenta el ordenador como instrumento de ensefianza por su alto componente
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lidico y motivador, contrarrestando asi la posible aparicion de la fatiga. En este
sentido, cabe sefialar la investigacion llevada a cabo por Chen y Bernard-Opitz
(1993), en la que se muestra una tasa de entusiasmo mas elevada en el caso de la
ensefianza asistida por ordenador que en el caso de la ensefianza tradicional.

Asi mismo, si no se tiene en cuenta el momento en el que se encuentra el
alumno, el tiempo de duracion de la tarea puede ser inadecuado. Tareas demasiado
cortas, que no dan la oportunidad al nifio de experimentar lo suficiente o tareas
excesivamente largas que lo fatigan, hacen que su nivel de atencién descienda
repentinamente.

Ante todo, la ensefianza debe apoyarse en los rasgos menos deficitarios del
nifo, y los aprendizajes deben intentar conseguir la maxima superacion de sus
dificultades, por lo que es mucho mas efectivo el uso de programas educativos que
faciliten el trabajo personalizado. El uso del ordenador potenciaria en gran medida
esta individualizacion, al posibilitar multitud de entornos de ensefianza y favorecer la
adecuacion del proceso al ritmo y estilo de aprendizaje del nifio.

Otra de las caracteristicas observadas en los alumnos con necesidades
educativas especiales derivadas de la diversidad cognitiva es la necesidad de mas
tiempo y mayor practica ante una situacion nueva de aprendizaje, debido a
dificultades en atencion, percepcion y memoria. El ordenador puede ser un profesor
tremendamente paciente y repetitivo que puede facilitar este aspecto,
proporcionando al alumno multiples posibilidades de aprendizaje y evaluacion.
Ademas facilita el aprendizaje de estrategias de codificacion que, de otra manera,
pueden presentar dificultades en su aparicién de forma voluntaria.

Todo esto haria pensar en los programas educativos multimedia como grandes
medios que favorecen la atencién a la diversidad, siempre que cumplan ciertos
requisitos de adaptabilidad a las caracteristicas y necesidades de los alumnos. Asi,
se ha comprobado como el uso del ordenador en la educacion de alumnos con
necesidades educativas especiales ofrece una serie de beneficios. Algunos de ellos
son comunes en su aplicacibn a la educacion, en general, y otros resultan
especificos en la medida en que suponen para el alumno un medio de acceso al
curriculo, que facilita su progreso escolar.

Las TIC, y mas concretamente el material multimedia, ofrece una gran
versatilidad y flexibilidad, al permitir multiples aplicaciones con objetivos diversos, asi
como la aplicaciéon a cada caso particular. Incluso es posible el uso de un mismo
aparato o programa para varios nifios, con solo cambiar las adaptaciones a la hora
de trabajar. Este aspecto facilita la individualizacién de la ensefianza, adecuando las
tareas al nivel de competencias de cada alumno y de acuerdo con su propio ritmo
de aprendizaje. Por otro lado, posibilita la repeticion del ejercicio y la autocorreccion
al poder comprobar los resultados de inmediato.
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6.- Uso de materiales multimediay creacion de los mismos

Después de todo lo dicho con anterioridad nos podemos preguntar cOmo
escoger un material multimedia para personas con sindrome de Down. Ante todo,
hemos de ser conscientes de que no se puede considerar que el ordenador sea la
panacea de la ensefianza para estas personas.

Actualmente existe un gran numero de programas educativos en el mercado
gue no son accesibles a estas personas por determinadas caracteristicas técnicas
de presentacion de la informacién, como por ejemplo el niumero de distractores, el
tipo de letra utilizado o la complejidad del vocabulario presentado (Ortega-Tudela,
2001). No obstante, estas barreras de los programas multimedia se pueden eliminar
facilmente, favoreciendo asi el uso de estos programas por las personas con
Sindrome de Down.

Con objeto de conocer estas caracteristicas que pueden hacer que un material
favorezca, o no, el aprendizaje de las personas con Sindrome de Down, se realizo la
Escala de Evaluacion de Material Multimedia (Ortega-Tudela y Parras, 2002). Dicha
escala permite analizar el material multimedia en términos de su adecuacion para las
personas con este sindrome. Algunas de las caracteristicas que debe presentar un
material multimedia y que podemos considerar adecuadas para el trabajo con estas
personas son las siguientes: (Ortega-Tudela, 2001)

Caracteristicas definitorias de un buen programa multimedia
(Ortega-Tudela, 2001)

Posibilidad de programacion por parte del profesor: Dada la necesidad de una
ensefianza individualizada, se considera de gran importancia que el profesor
pueda manipular el programa de forma que pueda cambiar el orden de los
ejercicios, su dificultad, afiadir informacion, suprimirla o modificarla.

Informacién al profesor: El profesor o la familia en el caso de utilizarse dentro
del @mbito del trabajo en casa, deben tener la suficiente informacién para
poder extraer el maximo partido al material educativo multimedia.

Ayudas y repeticiones al alumno: Cuando nos referimos a personas con
Sindrome de Down, hablamos de un colectivo que en muchas ocasiones
necesitan informacién adicional para realizar un ejercicio, la repeticion del
enunciado o una simple aclaracion de determinados aspectos, de ahi la
importancia de que el material posea opciones de ayuda o tutorial para dar
informacion adicional, ejemplos, o simplemente informacion sobre el desarrollo
de la actividad por parte del alumno.

Almacenamiento de la_informacién: A la hora de realizar un seguimiento del
alumno, es necesario disponer de un banco de datos en el que se recojan las
diferentes ejecuciones del alumno en sesiones anteriores. Esto justifica la
necesidad de que el programa sea capaz de almacenar datos de ejercicios 0
sesiones concretas, como una opcién para poder realizar un estudio de su
aprendizaje.

Esquema de actividades: El mantener un esquema de actividades fijo, facilita
al alumno la ubicacion dentro del programa, contextualiza su ejecucion y le
ayuda a no distraer su atencién con elementos nuevos que puedan suponer
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otro elemento a controlar. Si el alumno conoce todo el repertorio de estimulos
atrayentes que le propone la tarea, centrara mas la atencion en la resolucion
del problema que se le plantea.

Numero de intentos: Las caracteristicas de las personas con Sindrome de
Down hacen que los programas deban darles oportunidades o un namero de
intentos adecuado a la hora de resolver los problemas. La excesiva exigencia,
el dar el ejercicio por mal en el primer intento puede hacer caer al alumno en
un sentimiento de “no saber” que tiende a provocar cierta aversion al trabajo.
Es necesario darle la oportunidad de equivocarse, hacerle saber que ha
cometido un error, pero que esta equivocacion no supone ningun problema
gue no pueda solucionar ya que puede volver a intentarlo. Esto facilitara la
confianza del alumno y fomentard el tratar de hacerlo bien.

Facil uso para el alumno: Todo aquello que rodea a los ordenadores, suele
tener un halo de complejidad, que puede ser difuminado en el momento en
que tomamos un contacto real y constante con este instrumento. Para una
persona con Sindrome de Down el ordenador puede ser una herramienta
excesivamente compleja o por el contrario, puede ser un util ladico. La
experiencia con nifios con Sindrome de Down, muestra que el trabajo con el
ordenador puede llegar a ser para ellos un juego con el que aprender, pero
esto ha de ser apoyado por el material que se les presenta. Si este material
requiere un excesivo trabajo de dominio (hipervinculos excesivamente
pequefios, complejidad en imagenes o en el movimiento de ejercicio a
ejercicio...) aparte del trabajo que supone la resolucién del problema
planteado, el alumno con Sindrome de Down veré el uso del ordenador como
una prueba dura de superar, mas que como una ayuda en su trabajo.

Caracter ludico: Este aspecto es de suma importancia para aprovechar todas
las potencialidades que nos presenta el ordenador y el material multimedia. El
trabajo ha de presentarse de forma atrayente para el alumno, ha de captar su
atencion con elementos motivantes para él, que fomenten su interés por la
tarea, que favorezcan ver el trabajo que ha de realizar como una actividad que
le brinda la oportunidad de aprender jugando.

Velocidad de presentacion de estimulos: Las personas con este sindrome son
menos rapidas en el procesamiento de informacion y requieren mas tiempo
para contestar. De ahi la importancia de que el material multimedia tenga una
velocidad de presentacién de estimulos adecuada o al menos modificable, y
gue a su vez no posea un tiempo limite de respuesta. Ademas también es
Importante, que el profesorado pueda modificarlo para hacerlo adecuado a las
necesidades de estos alumnos.

Uso diferentes cddigos: Asi mismo, se conocen las dificultades que poseen
para recibir informaciones por dos cddigos visual y auditivo, y sefialamos la
necesidad de potenciar uno frente a otro dadas sus menores complicaciones a
la hora de dar significado a la informacion presentada por el canal visual. En el
material multimedia debe primar una complementariedad de ambos lenguajes
para asi poder dar un mayor abanico de posibilidades para la comprensién del
mensaje.

Adecuacion de imagenes: Todo el material presentado por el canal visual
(tanto imagenes como texto escrito) debe presentar un determinado formato
que facilite, a los alumnos con Sindrome de Down, la lectura y comprension
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del mismo. En capitulos anteriores se han tratado las dificultades visuales que
poseen estos alumnos, por lo que no podemos olvidar que las imagenes han
de ser claras y con contornos nitidos, usando con mayor frecuencia colores
vivos. El texto escrito debera tener unas caracteristicas muy especificas para
ser legible por las personas con este sindrome. Un ejemplo de este ultimo
punto, es que la letra debe tener un tamafio y un color que la haga resaltar
especialmente del fondo en el que se encuentre ubicada.

Adecuacion del sonido y vocabulario: Asi mismo, el sonido y todo aquel
material que se presente de forma audible debe presentarse siguiendo una
normas que faciliten su procesamiento. El material audible, es de suma
Importancia, ya que se han de seguir trabajando estos canales como
complemento y para realizar la reeducacion de los mismos. Al hacer referencia
a ordenes orales, la voz ha de ser perfectamente perceptible, el vocabulario
claro y las 6rdenes deben cumplir los mismos requisitos que las escritas.

Adecuacion de las ordenes: Como se ha sefialado con anterioridad, las
ordenes tanto habladas como escritas, deben poseer unas caracteristicas fijas
para facilitar la comprension por parte del alumno con Sindrome de Down. Es
importante que el vocabulario sea conocido por el nifio, que la orden sea clara
y directa y que contenga toda la informacion de lo que debe hacer.

Reforzadores: Ante situaciones nuevas de trabajo, el alumno con Sindrome de
Down presenta gran desconfianza en si mismo, con el consecuente recelo a
realizar esa nueva tarea. Los reforzadores ayudan al alumno a confiar mas en
su trabajo y a la vez fomentan el gusto por realizar la tarea que se le presenta.
Estos reforzadores habran de ser distribuidos de forma coherente, por lo que
seria adecuado, que el profesorado pudiera manipular la frecuencia de estos y
gué acciones ha de realizar el alumno para obtenerlos. El conocimiento que el
profesor posee de su alumno, puede ser decisivo a la hora de administrar de
forma adecuada y atrayente los reforzadores.

Distractores: Las dificultades de atencidon que muestran estos alumnos son, en
gran medida, uno de los handicaps para el proceso de aprendizaje. Al ser el
ordenador un instrumento sumamente atractivo, puede entrarse en una
dinamica en la que los elementos que se introducen para captar su atencion
dificulten la percepcion de los elementos realmente importantes y decisivos
para la realizacion del ejercicio propuesto. Esto ha de ser escrupulosamente
observado para evitar introducir elementos que dificulten la concentracion en
la tarea a realizar.

6.1.- Herramientas para la creacion de contenidos y materiales didacticos
multimedia

No obstante, una vez analizada la importancia de la seleccién y evaluacion de
los programas, podemos llegar a la conclusion de las posibilidades que presenta un
material elaborado por el profesorado o los propios estudiantes, menos ambicioso,
pero a la vez con mayores posibilidades de adaptacion al futuro usuario. En
ocasiones, el material que encontramos en el mercado nos ofrece grandes opciones
a nivel estético, pero es mas pobre en cuanto a la adaptacion o posibilidades de
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respuesta a las necesidades concretas de nuestro alumno. De ahi las posibilidades
que presenta la elaboracidon de nuestros propios materiales multimedia totalmente
adaptados a las necesidades concretas de nuestros alumnos. Las herramientas para
la creacion de contenidos y materiales didacticos multimedia son cada vez mas
usadas y mas sencillas de utilizar. En la actualidad, nos encontramos con entornos
de creacion muy intuitivos que nos invitan a emplear estas herramientas para
favorecer la creacion de nuestros propios materiales. A continuacién te presentamos
algunas de las herramientas mas utilizadas. (Ortega-Tudela, 2007)

Herramientas gratuitas
JCLIC: Desde principios de los afios 90, el clic es .= &5, = =

una de las herramientas de creaciébn de material — = = — —
multimedia mas utilizados por el profesorado. Es una T

de las méas extendidas por la red, pudiendo encontrarse |
multiples aplicaciones para todos los niveles T T
educativos. Hemos de destacar su facilidad de uso y el I N
ingente nimero de ejemplificaciones que podemos E (e T2
encontrar en la red. - |

HOT POTATOES: Por otro lado, el programa HOT POTATOES ofrece la
posibilidad de realizar materiales didacticos que incluyan cuestionarios interactivos
en las Webs. Es un programa util por su universalidad, ya que sus ejercicios son
paginas web que pueden difundirse a través de Internet. Ademas, su simplicidad al
generar los ejercicios, la facilidad de modificacion y, por dltimo, su coste, al ser
gratuito igual que el JCLIC, hacen que sea una de las herramientas de mayor uso en
los ultimos tiempos.

SQUEAK: Este programa ofrece la posibilidad
= de desarrollar contenidos y hacer ejercicios de
= programacion a diferentes niveles. En estos
3 “ .. momentos esta siendo adaptado al espafiol por un
' grupo de trabajo (Small Land)
I.'—'—"—-——--—---- http://swiki.agro.uba.ar/small_land y ademas se esta
O . intentando implementar y poner en funcionamiento en
TS . distintas administraciones como la Junta de

. s Extremadura y la Junta de Andalucia.

MALTED: es un proyecto financiado por la Comunidad Econdémica Europea,
resultado de la colaboracion de profesionales del mundo de la educacion y de la
empresa de varios paises (Reino Unido, Francia, Irlanda y Espafia). Esta
herramienta de autor permite la creacion de actividades, unidades interactivas y
cursos multimedia para la ensefianza de cualquier materia, aunque se disefi¢ para la
ensefianza de idiomas. e i '
KEDUCA: Por otro lado, Keduca es un programa de o
evaluacion tanto para estudiantes como para centros
educativos o profesores. Este programa nos permite crear
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examenes sencillos con varios formatos. Es una herramienta muy sencilla de
elaborar y con unos resultados muy atractivos.

Aplicaciones no gratuitas

TEXTOYS: Se trata de dos herramientas de autor:
WebRhubarb y Websequitur que facilitan la creacién de
ejercicios para fomentar la comprension lectora y la
memoria. Por un lado se permiten actividades de revisado
de textos, en las cuales el alumno completa textos
previamente estudiados, y por otro, se pueden realizar
actividades de secuenciacion légica de textos. —_— o —

MACROMEDIA FLASH: Flash es un programa grafico basado en vectores
para realizar paginas webs animadas. Cuenta con herramientas de dibujo suficientes
como para realizar cualquier dibujo, y se basa en una linea de tiempo con
fotogramas en los que se pueden incluir elementos gréaficos, botones, video,
animaciones, sonidos...

SWISH: Por udltimo, SWISH es una aplicacibn que ofrece un interfaz mas
sencillo e intuitivo, herramientas para dibujar, efectos, permite introducir cédigo, todo
ello mediante el uso del ratén.

7.- Conclusiones

El ordenador puede crear un espacio util, interactivo y multisensorial que facilita
a la persona un entorno psicolégicamente comprensible y flexible en el que puede
desarrollar al maximo sus aptitudes. Este desarrollo se produce basicamente por
dos motivos:

a) El medio informatico soporta todos los sistemas simbdlicos.
b) La interaccion con el sistema simbdlico es flexible y multisensorial.

Sin embargo, no podemos dejar de preguntarnos cémo se han de incluir las
nuevas tecnologias en el aula. Una mala inclusion de las TICs en el curriculo escolar
va a dar lugar a un mal aprovechamiento de sus potencialidades. La planificacion de
las actividades y su formalizacion mediante microproyectos o programas-guia, son
opciones metodoldgicas del equipo educativo. Se ha de partir siempre de los puntos
fuertes del alumno, de su estilo preferido de aprendizaje, y en funcion de éstos
seleccionar los recursos (software, comunicadores, hardware, videos, mapas,...) y
estrategias didacticas que les puedan ayudar a estimular sus capacidades. Este uso
de estrategias y recursos va a ir siempre encaminado a desarrollar las capacidades
mas eficientes a niveles aun mas altos y tratar de optimizar al maximo las
posibilidades en aquellas en que puedan presentar dificultades.

Siempre hemos de introducir las tecnologias a partir del conocimiento del estilo
de aprendizaje de las personas, saber como aprenden mejor y apoyarnos en aquello
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en lo que se sienten mas seguros para que sea el propio alumno quien descubra y
construya sus propios conocimientos. Si una persona aprende principalmente por
medio de imagenes y el profesor avanza en nuevos contenidos apoyandose
exclusivamente en la palabra oral o escrita, es muy probable que este alumno no
siga el ritmo del resto de la clase.

Las NTs han de poner el énfasis no en los aspectos relativos a la discapacidad
del individuo, sino en las destrezas y habilidades que puede desarrollar. Deben
proporcionar un marco en el que los alumnos puedan aprender a manejar sus
dificultades, partiendo siempre de sus puntos fuertes. Hemos de empezar a pensar
que la persona con Sindrome de Down, no es una persona discapacitada, sino una
persona que presenta una serie de caracteristicas que la hacen distinta al resto. Una
persona que va a requerir ayudas diferentes en momentos diferentes, como todos y
cada uno de nosotros.
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Armando Arencibia de Armas,
profesor de matematicas y ciego

Entrevista realizada por Luis Balbuena

Me acerqué al instituto donde trabaja que estd en la Villa de Moya, (Gran
Canaria, Islas Canarias). Para mi era ya grato ir porque es precisamente mi lugar de
nacimiento. Armando, que es natural de Montafia Cardones, en Arucas, me
esperaba en el departamento de matematicas, con el resto de sus comparfieros
porque era, precisamente, la hora de la reunién semanal. Les saludé y comentamos
aspectos de la ensefianza, en general, y de la enseflanza de las matematicas en
particular.

-El alumnado es muy noble, me dijeron. Ademas es un instituto pequefio, pues
son poco mas de trescientos.

Cuando son¢ el timbre que marcaba el cambio de hora, se fueron los otros
cuatro y me quedé con Armando para mantener la entrevista que habia tenido a bien
concederme. Nuestro comun amigo Carlos Duque habia hecho de embajador. Su
situacion de profesor de matematicas y ser ciego, nos permite tener un magnifico
testimonio para el numero especial de UNION dedicado a “las matematicas
especiales para alumnos especiales”.

-Creo que podemos empezar recorriendo tu vida académica.

-De acuerdo. Aunque no puedo separarla del resto de mi vida como vas a
escuchar. Hice el bachillerato en el instituto Domingo Rivero de Arucas. Bueno,
cuando empecé el BUP (Bachillerato Unificado Polivante) aun era seccion delegada
del instituto Cairasco de Figueroa de Tamaraceite, pero antes de acabar ya se
convirtio en instituto.

-Y de ahi, tras el COU, pasaste a la Universidad de La Laguna.

-Si, en efecto, a estudiar matematicas. Pero cuando estaba en segundo de
carrera sufri un glaucoma y tuve que abandonar para tratarlo. Me reenganché al
curso siguiente repitiendo segundo. Habia perdido la visibn en un ojo y, como
puedes imaginar, no me encontraba con muchos animos para seguir, pero el apoyo
incondicional de mis padres fue la clave para que siguiera.
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- Unavez que acabaste la carrera, ¢preparaste la oposicion enseguida?

-Si. La aprobé en 1989. Estuve un afo de interino, las preparé y las saqué a la
primera. Mi primer destino fue en el Instituto de Santa Maria de Guia; conocido en
aquella época como Guia I, donde imparti clases durante tres cursos, hasta que me
otorgaron la plaza definitiva en el Saulo Torén de Galdar. Después de otros tres
cursos en dicho Instituto, concursé voluntariamente al Instituto Doramas de Moya, en
el que sigo hasta la fecha de hoy.

-En el momento de aprobar la oposicion, ¢cual era la situacion de tu vista?

-No tenia visidn en un o0jo y, en ese momento, la del otro casi normal, aunque
para los Oftalmologos, el que mantuviera una vision casi perfecta en el ojo izquierdo
era como un milagro.

De pequefio, con dos afos, tuve una serie de enfermedades que obligaron a
ponerme oxigeno en varias ocasiones. En una de ellas, me fue suministrado con
demasiada pureza que, aunque me salvo la vida, me dej0 secuelas. Ya en ese
momento me afectd al ojo derecho, se me produjo un desprendimiento de retina, que
al no ser tratado, me hizo perder la visién de dicho ojo, casi por completo. En 1982,
fue a este mismo 0jo, al que le afectd el glaucoma que me sobrevino cuando estaba
en segundo de carrera y que me dejo ciego el ojo por completo.

Pero hace ocho afios, sin venir a cuento, se me desprendi6 la retina del ojo
izquierdo. Después de sufrir cuatro operaciones para intentarla colocar en su sitio
fue imposible y tuvieron que extirparla casi por completo.

Entre operaciones y periodos post-operatorios muy duros, pasaron unos 2
afos, en los que estuve de baja médica.

-Y en este momento, ¢coémo tienes la vision?

- Solo me queda un resto de vision en el ojo izquierdo, con un campo visual
muy reducido, como si viera por un agujero muy, muy pequefo y una agudeza visual
que apenas alcanza un 10%.

-Pasemos entonces a hablar de tu trabajo en el aula. Con relacién al sistema de
dar clase, ¢qué cosas has tenido que cambiar o adaptar: libros de texto,
trabajo en la pizarra,...?

- Por lo que se refiere a los libros de texto, el mismo material que usa el
alumnado lo tengo transcrito al braille, material que me ha proporcionado la ONCE.

En la pizarra me ayudo de la poca vision que me queda y voy escribiendo. A
veces me ocurre que, al tener el campo visual muy reducido, no borro del todo y
escribo después sobre lo que estaba escrito, pero ya se encargan los alumnos de
advertirmelo. Asi que no tengo demasiados problemas en ese aspecto. De todas
formas me he tenido que ir creando estrategias que me ayuden a controlar el
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aprendizaje. Por ejemplo, cuando un alumno me quiera preguntar algo, me dice
primero su nombre para yo saber quién es. Hasta hace poco tiempo, al pedir a un
alumno que saliese a la pizarra para hacer un ejercicio o alguna tarea de casa, como
no veia bien el campo en el que él escribia, invertia mucho tiempo en la correccion.
Ahora lo hago de una forma que me da buenos resultados porque controlo varias
cosas al mismo tiempo. Consiste en que le presto mis brazos al alumno, pues él me
va diciendo lo que tengo que escribir en la pizarra para resolver el problema que él
tendria que hacer. De esta forma tiene que usar las palabras adecuadas porque si
no, simulo como que no le entiendo: iNo, profe, eso no! , me dicen. Y yo les
contesto: Pues eso es lo que tu me has dicho que escriba, asi que afina y reformula
lo que quieres decir y esa misma repeticion del lenguaje preciso hace que los demas
también se lo aprendan.

-Por lo que acabas de decir, la ONCE te ha apoyado.

- Si, recibo ayuda en recursos materiales: libros transcritos al braille, aparatos
que me facilitan la preparacién de las clases, de los exdmenes, etc. Por ejemplo, un
lector de pantalla, Jaws, que me va dando en lenguaje hablado lo que esta escrito
en la pantalla, lo verbaliza todo menos las férmulas, imagenes, graficos, etc. Para
éstas lo que hago es pasarlas al Word y ponerlas a tamafio 500 y ya con eso puedo
verlo, el problema es que al poco tiempo ya los ojos los tengo muy cansados y me
escuecen. Ademas del lector de pantalla tengo una impresora braille, calculadora
cientifica, etc., todo parlante y adaptado perfectamente para ciegos.

-¢Como reaccionan tus alumnos ante tu presencia en el aula, en el desarrollo
de la clase, en la rutina cotidiana del centro?

-Mi presencia en el centro es ya conocida por los alumnos por la cantidad de
afios que llevo y como les doy clases a partir de 3° ESO, cuando pasan por mis
manos estan completamente al tanto. Asi que no tengo realmente demasiadas
dificultades para llevar a cabo una clase, o por lo menos no distintas que cualquier
otro profesor.

El primer afio si fue un poco duro, porque habia desconfianza en que pudiera
hacerlo bien. Pero a pesar de los consejos que me daban en el sentido de jubilarme,
yo no queria irme sin saber si era capaz de dar clase o no. Me hubiese quedado
siempre esa incertidumbre, asi que le eché arrestos al asunto. Estuve en Sabadell,
en un Centro de Rehabilitacion Integral de la ONCE preparandome a fondo y
empecé a elaborar el material que necesitaria. Para mi, este periodo fue como
empezar a vivir porque me ensefiaron a adaptarme a la nueva situacion y a superar
mi angustia y mi inseguridad.

Cuando mas me presionaban para que solicitara la jubilacion adelantada (O te
jubilas o te incorporas, me decian), tuve la enorme suerte de tropezarme, por
casualidad, con un amigo que trabaja en la Consejeria de Educacion al que le
comenté que queria intentar volver a dar clase pero que necesitaba un poco de
tiempo para poner los materiales a punto. El caso es que mi amigo consiguié que me
ofrecieran un destino en los servicios centrales de la Consejeria, en la Direccion
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General de Ordenacion e Innovacion Educativa, y alli estuve el afio que necesitaba
para prepararme. Preparar el material en braille lleva su tiempo. Volvi al instituto
Doramas de Moya porque, al ya haber trabajado alli un montén de afios, conocia el
Centro, a la mayoria del profesorado, al resto del personal no docente y, dada la
calidad humana de todos ellos y la nobleza del alumnado del Centro, era el sitio
idéneo para intentar esta aventura.

Aquella desconfianza inicial, que te confieso que yo fui el primero en tenerla, se
disipé muy pronto. Me quedé sorprendido de lo bien que me salian las cosas. Hasta
un comparfiero me llegd a decir: No daba un duro por ti, pero me has convencido.

Tengo asumida mi situacion y mis alumnos la aceptan de buen grado. A veces
pasan cosas curiosas. Aqui tenemos la costumbre de acudir todo el claustro al
centro cuando hay visitas de padres (lo digo en sentido genérico, es decir, que me
refiero a padres y madres). Asi que no solo vienen los tutores encargados de cada
grupo, sino que venimos todos por si hay algo que responder a algun padre. Yo
estaba en la sala de profesores tratando de leer con una lupa que tengo, cuando una
madre pregunté en voz alta por ese profesor de matematicas, cieguito el pobre...
Cuando levanté la cabeza y le dije que era yo, la sefiora no sabia donde meterse, se
deshacia en disculpas porgue pensaba que me iba a molestar por haberme llamado
cieguito. Ya le dije que no pasaba nada porque lo tengo totalmente asumido y que
podia usar el término sin temor...

-Pero con ese alumno discolo que casi siempre existe, ¢qué haces?

Supongo que lo que hace todo el mundo. Por suerte apenas tengo problemas
de ese tipo. Por eso te hablaba de la calidad humana del alumnado. Es muy noble.
Claro que también suelo utilizar mis recursos. El otro dia, en una de esas
casualidades que a veces se me dan de ver al bulto, vi cdmo un alumno tiraba algo a
alguien. Una alumna pregunt6 que quién le habia tirado aquello y yo le dije: fue este
sefior de la tercera fila, y lo sefialé con el dedo. Imaginate. Pero este profe, ¢,ve 0 no
ve? Bueno, son cosas que me hacen la clase también mas manejable.

-, Como resuelves lo referente a examenes, controlar los cuadernos de los
alumnos, etc.?

-Para los examenes también utilizo estrategias variadas. Cuando nadie me
puede acompafar a vigilar, una de ellas es darles distintos tipos de examenes,
aungue todos tienen el mismo grado de dificultad. De esta manera, cada uno tiene el
suyo. Se me ha dado el caso de alguno que responde una pregunta con algo que no
tiene nada que ver con lo que se pide. Se ha copiado del de delante que ha
respondido a otra cosa. Cuando le digo que se ha copiado, queda todo descolocado
porque piensa que lo he visto...

En la correccibn de examenes, trabajos, cuadernos, etc., me ayudo de una

persona de mi confianza. Ella me lee y yo le voy indicando las anotaciones que tiene
que hacerles. A esta persona le doy una cantidad de dinero todos los meses en
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funcidbn de las horas mensuales trabajadas. Para ello recibo una pequefia
subvencion de la ONCE.

-¢Notas dificultades especiales para desarrollar tu trabajo?

-Pues creo que las que puede tener cualquiera en lo que se refiere a la gestion
del aula. Yo pido a los comparfieros que me permitan no tomar el segundo de
bachillerato para evitar la presion de la Prueba de Acceso a la Universidad. Ellos lo
comprenden y con mis cursos desarrollo las clases de la forma habitual. Ya te digo
gue cada afio voy afinando mis estrategias, preparo materiales en braille, que cada
vez tengo mas, colecciones de examenes, hojas de problemas, mecanismos para
gue no copien en los exdmenes, etc. y asi consigo que mis alumnos hagan un curso
normal a pesar de mi limitacion.

-La formacidén permanente supongo gue sera inexistente...

-Si, claro, a nivel oficial es nula. Ten en cuenta que todos esos programas que
puedan venir para ayudar al profesorado no estan adaptados para un profesor ciego.
Los cursos de perfeccionamiento del profesorado hoy en dia son, casi todos, on line
y, por tanto, totalmente inaccesibles para un ciego, por no estar adaptados para los
lectores de pantalla. Aunque hay directrices en Espafia para que lo sean, las
Administraciones son las primeras en saltarse sus propias directrices. Incluso los
documentos en pdf, como puedan ser anexos de los boletines oficiales, son bastante
inaccesibles. Es algo que me imagino que se irA mejorando en el futuro. Asi que,
mientras, tengo que buscarme la vida en ese asunto y te aseguro que no dejo de
hacerlo, porque ademas de que me interesa, me gusta.

Te voy a mostrar en ese ordenador las posibilidades que tengo y como me las
arreglo para estudiar, preparar mis examenes y todas estas labores propias del trabajo.

-Ya veo las posibilidades que tienes. ¢Sabes de algun profesor mas que esté
en tus condiciones?

-Estuve en contacto telefénico con un profesor de Matematicas de Barcelona,
que me proporciond buenos consejos antes de mi reincorporacion al aula. En
Canarias no conozco a ningun profesor de matematicas. Sé de un profesor de
filosofia aqui, en Las Palmas y en La Laguna he oido que hay una psicéloga que se
llama Rosi y no sé si da clase.

-Conozco a Rosi. Estudié en el IES Vieray Clavijo de La Laguna y después de
terminada su carrera de psicologia estuvo en el Instituto participando en la
lectura de cuentos que se hace durante toda la mafiana del Dia del Libro.
Ademas en uno de esos afios, Funcasor (que es una fundacion de ayuda al
sordo), desplazé al instituto a un grupo de sordos y mientras Rosi leia un
cuento en braille, una intérprete de signos lo comunicaba a los sordos. Fue
una experiencia interesante porque puso de manifiesto hasta qué punto se
pueden superar ciertas barreras. ¢Has impartido clases a alumnos ciegos?
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- Cuando aun veia, di clases a un par de alumnos deficientes visuales, en mi
mismo Instituto. Después de perder la vista no se me ha dado la oportunidad. Da la
casualidad que en 2° ESO hay un nifio deficiente visual, hermano de uno de los
mencionados anteriormente, y quizas se me de la oportunidad de tenerlo como
alumno en los proximos cursos.

Me gustaria mencionar que el afio que pasé en la Direccion General de
Ordenacién e Innovacion Educativa, trabajé en el Area de Necesidades Educativas
Especiales, donde aprendi mucho del alumnado canario con necesidades
educativas especiales, en particular de los nifios con ceguera o deficiencia visual,
pues estuve muy vinculado con el equipo de especialistas que se encargan de
asesorar a los Centros que cuentan entre sus alumnos con nifios ciegos 0O
deficientes visuales. De ellos aprendi la forma de vencer los miedos o las
ansiedades que se les produce al profesorado que tienen que atender a este tipo de
nifios, fruto del desconocimiento. Por ello, me gustaria algun dia, contar con algun
alumno ciego para poder vivir la experiencia y poner en practica todos los consejos y
tacticas metodoldgicas aprendidas de aquellos buenos profesionales.

-¢,Qué dirias a la Administracion a la vista de tu experiencia?

-Creo que deben aumentar su sensibilidad hacia estas situaciones. Yo no
llegué a mi ceguera de forma voluntaria. En mi opinion, la actitud deberia de ser la
de ayudar al maximo. Una cosa es que yo me quiera ir, por sentirme incapaz, y otra
bien distinta es que quiera seguir, 0 al menos intentar seguir, y que me cierren las
puertas, habiendo tantas que se pueden abrir. jImaginate que me hubiera jubilado!
No sé qué habria sido de mi,... cuando he demostrado que puedo desarrollar mi
trabajo con normalidad. Fijate que en mi caso fue el azar, el encuentro fortuito con
aguel amigo, el que me dio la posibilidad de seguir.

-¢,Qué dirias a los que estén en tu situacion?

-Ten en cuenta que el que tiene una minusvalia tiene que demostrar que vale
antes de tener una oportunidad. A los “normales” no se les pide demostrar nada,
aunque no valgan para el trabajo que van a desempefiar, pero a nosotros si y
ademas, de forma continuada. Yo he sido Jefe del Departamento de Matemaéticas y
cuando nos pedian algin documento me esforzaba por ser el primero en entregarlo
y no justificar el no hacer las cosas a tiempo en mi discapacidad.

Les diria que tienen que luchar, con tesbn y con fe en sus propias
posibilidades, que sepan que hay medios para poder desarrollar una labor como
esta. No deben quedarse con las ganas de saber si lo pueden hacer. No tener esa
incertidumbre para siempre porque puede ser fatal. Al menos intentarlo y si no sale
bien ya habra tiempo para jubilarse.

Por ultimo, me gustaria resaltar que el apoyo de mi mujer, Montse, de mis hijos
Andrea y Mario, y del resto de mi familia ha sido, y sigue siendo, decisivo en mis
pequefios logros. Asimismo, la ONCE ha sido muy importante en el sentido de las
ayudas y la orientacion.
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ESTALMAT: Un programa para detectar y estimular el
talento matematico precoz

Eugenio Herndndez y Mercedes Sanchez

Resumen

El programa ESTALMAT para detectar y estimular el talento matematico precoz fue ideado
por el Profesor Miguel de Guzman (1936-2004) y puesto en funcionamiento en 1998 en la
region de Madrid bajo los auspicios académicos de la Real Academia de Ciencias Exactas,
Fisicas y Naturales. Se ha extenido ya a varias regiones de la geografia espafiola. En este
articulo se describe el proceso de seleccion y el tipo de actividades que se realizan,
incluyendo algunos ejemplos.

Abstract

ESTALMAT is a program to detect, stimulate and guide the talent of mathematically gifted
children. It was designed by Professor Miguel de Guzman and started in 1998 in the region of
Madrid under the academic guidance of the Royal Spanish Academy of Sciences. The
program is now running in several regions of Spain. In this article we describe the selecction
process and the type of activities done, icluding some examples.

Introduccion

La estimulacion matematica en la edad escolar tiene una trascendencia enorme
para la sociedad. Sin creatividad no hay innovacién, es decir no hay progreso;
necesitamos gente capaz de articular ideas matematicas aparentemente
enloquecidas y desconcertantes que nos ayuden a resolver los retos que la ciencia
tiene planteados.

Se podria definir el talento de una persona como “el conjunto de cualidades
intelectuales que esa persona tiene”; y de forma analoga, el “talento para algo” sera
las cualidades intelectuales para ese algo presentes en la persona. Por lo general,
las capacidades puramente fisicas son faciles de observar, detectar y estimular; es
cierto que también existen actividades llamadas intelectuales que dependen mucho
de algunas habilidades fisicas que han de ser entrenadas. Sin embargo podemos
decir que son las oportunidades de acceso a ciertas construcciones intelectuales las
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que determinan el desarrollo de las cualidades mentales de las personas. Pero no
solo es ese contacto, sino que también las circunstancias en las que se desarrolla y
su continuidad en el tiempo, son determinantes en la disposicion futura de la mente.

oz |

Los comportamientos que pueden aportar claves importantes para descubrir el
talento matematico son los siguientes:

¢ Una curiosidad intensa sobre la informacion numérica.

e Una rapidez asombrosa para aprender, comprender y aplicar las ideas
matematicas.

e Una gran habilidad para la abstraccién, para ver pautas y relaciones
matematicas.

e Una gran habilidad para abordar los problemas matematicos de un modo
flexible y creativo en lugar de hacerlo de la manera tradicional.

¢ Una gran capacidad para transferir lo aprendido a situaciones nuevas.

Los estudiantes que tienen algunas de las caracteristicas anteriores requieren
oportunidades diferentes para resolver sus necesidades, necesitarian desarrollar al
maximo sus habilidades, de modo que puedan realizar actividades de aprendizaje
con nivel y ritmo adecuados. Estos estudiantes requieren experiencias de
pensamiento creativo en la resolucion de problemas, también necesitan relacionarse
intelectualmente con otros estudiantes de sus caracteristicas y precisan desarrollar
su independencia y disciplina en el aprendizaje.

El proyecto ESTALMAT permite que los estudiantes con una habilidad especial
para las matematicas tengan acceso a las construcciones matematicas mas bellas
en un ambiente estimulante. Es fundamental que no estén desarraigados de su
entorno familiar para poder conjugar un desarrollo armonioso de las capacidades
intelectuales con las emotivas y afectivas, en compafia de otros compafieros que
tienen las mismas inquietudes, lo que sin ninguna duda determinarda un buen
desarrollo de su capacidad matematica que les ayudara en su devenir personal
cualquiera que sean sus estudios futuros.
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Los objetivos

_ . En 1988 el profesor Miguel de Guzman puso

imeme eteen v EeRt " en marcha, en la Comunidad de Madrid, el

proyecto Estalmat de la Real Academia de

Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, siguiendo

las ideas de otros proyectos que con la misma

finalidad ya se habian desarrollado en otros

paises. Ya han pasado 10 afios y con el

generoso patrocinio de la Fundacién Vodafone

Espafia y la direcciéon de Amable Lifidn Martinez,

miembro de la Real Academia de Ciencias y

Premio Principe de Asturias 1993 de

Investigacion Cientifica y Técnica y Premio de

Investigacion de la Comunidad de Madrid "Miguel

Catalan” 2007, el proyecto continia y se ha

extendido a otros territorios de nuestra geografia:

2, as o s ae oc.ceesere zeeq . Catalufia y  Castilla-Leon se incorporaron al

ATy ' proyecto en 2003, Andalucia y Canarias lo

hicieron en 2005, Galicia y Valencia en 2007 y
este aflo 2008 Estalmat se inicia en Cantabria.

Universidad COmMPILULensEe =1 Madr & a

YA D o opEmles, ) s

La idea principal que llevé a Miguel a desarrollar este proyecto fue la siguiente:

Con seguridad, se encuentran en una comunidad escolar de una cualquiera
de nuestras grandes ciudades veinte nifios entre doce y catorce afios con un talento
especial para las matematicas. ¢Qué sucedera con ellos? Muy probablemente
transcurriran sus afos inadvertidos, frustrados, sin fruto para la sociedad, por falta
de un tratamiento adecuado; posiblemente van al fracaso y a la inadaptacién por
aburrimiento.

¢,Qué sucederia si se pudiera atender de algin modo a su orientacién? Sin
duda una gran satisfaccion personal para ellos, un gran beneficio para la sociedad,
una gran utilidad para el avance de la ciencia y tecnologia a la larga en nuestra
comunidad. ¢Por qué en nuestro pais no se hace nada a este respecto? Hay
quienes piensan que tomar medidas positivas en esta situacion contribuiria a
fomentar el elitismo al favorecer a unos pocos en detrimento de la atencion
igualitaria. Como mas adelante veremos mas pormenorizadamente, sucede lo
contrario. No hacer nada significa que entre estos nifios y nifias solo se desarrollaran
plenamente aquellos que provienen de medios familiares pertenecientes a un estrato
superior de la sociedad. La justicia social y la atencion al bien comin deberian
motivar la preocupacion activa en este problema de quienes tienen la
responsabilidad de dirigir la politica educativa. Los gastos que una accién educativa
razonable requeriria son minimos y el rendimiento que de ellos se obtendria seria
inmenso. Sin duda alguna, la comunidad que logre encauzar el talento que tiene
podra ir mucho mas alla que la que no se preocupa por conseguirlo.
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Asi pues el objetivo principal del proyecto es detectar, orientar y estimular el
interés de estudiantes de 12 a 14 afios que se sienten especialmente atraidos por la
belleza, la profundidad y la utilidad de las matematicas.

La orientacidén y el estimulo se lleva a cabo de manera continuada mediante
actividades semanales. El método elegido es el de reuniones durante tres horas
semanales durante todo el afio académico. Se seleccionan estudiantes que tienen
12 o 13 afios, ya que se considera que ésta es la edad en la que se comienza a
realizar razonamientos formales.

El proceso de seleccion

El proceso de seleccion es muy importante para el buen desarrollo del
proyecto. Es una tarea que se realiza durante parte del invierno y de la primavera de
cada afio académico.

Se distribuye informacién sobre el proyecto Estalmat entre alumnos, padres y
profesores durante el mes de abril. Esta informacidén se envia a todos los centros
educativos por correo electrénico y por carta, y se hace llegar a todos aquellos
alumnos que participan en competiciones matematicas locales. El papel de los
profesores es muy importante para identificar a aquellos de sus alumnos que tienen
un talento especial para las matematicas. También se ponen anuncios en periddicos
locales y en las paginas Web de cada uno de las regiones en las que se realiza el
proyecto. Los alumnos son recomendados por sus profesores y presentados por sus
padres bien por carta o por correo electrénico indicando sus datos personales y la
intencidn de presentarse a la prueba de seleccion.

Los candidatos deben realizar una prueba de seleccion que consiste en la
resolucién de varios problemas. Esta prueba se realiza a finales del mes de mayo o
a comienzos del mes de junio y es basicamente comudn en todas las regiones en las
gue se realiza el proyecto. En la prueba se proponen problemas muy variados, de
nameros, de geometria, de logica, de organizacion... cuyo enunciado debe estar
escrito en un lenguaje muy claro y sencillo, en los que haya varias cuestiones
graduadas, de facil a dificil, de manera que cada uno pueda hacer algo, pero sobre
todo que sirvan para discernir quienes son los mejores y en los que se pueda valorar
la aptitud y la actitud y no tanto los conocimientos.

Presentamos un ejemplo extraido del proceso de seleccion del afio 2005. En
este problema se consideran trapezoides muy especiales. Deben tener dos angulos
rectos y un angulo de 45° y todos sus vértices deben ser puntos de una malla
cuadrada. Mira el trapezoide de la figura: puesto que contiene 18 puntos, contando
también los que hay sobre sus lados, decimos que 18 es un numero trapezoide
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a) Dibuja una figura que muestre que 35 es un numero trapezoide.

b) Dibuja todos los trapezoides que tienen 18 como numero trapezoide y justifica
gue estos son todos los que se pueden dibujar.

c) Explica por qué cualquier nimero impar mayor que 3 es un numero
trapezoide.

d) Halla todos los numeros entre 4 y 50 que no sean numeros trapezoides.

Después de corregir los ejercicios y seleccionar a los mejores se realiza una
entrevista con ellos y con sus padres separadamente para valorar su compromiso de
asistencia a las sesiones y evaluar su integracion en el grupo. Finalmente tenemos
conformando un grupo de 25 niflos y niflas por cada una de las regiones en que se
desarrolla el proyecto dispuestos a pasar 3 horas a la semana durante dos afos
consecutivos realizando actividades para estimular su talento matemaético.

El nimero de candidatos que se presentan cada afio a las pruebas de
seleccion es de unos 2500 y de ellos se seleccionan aproximadamente 200 que
seran los que inicien el proyecto en las distintas sedes repartidas por la geografia
espafola.

El programa de actividades

Una vez seleccionados los estudiantes
las  actividades comienzan con un
campamento que se realiza durante un fin de
semana, generalmente en un ambiente rural.
Esta actividad permite que los seleccionados
se conozcan entre si y conozcan a algunos
de sus profesores. Se realizan actividades
lidicas y matematicas y se aprovecha para
observar el comportamiento de los
seleccionados a fin de dividirlos en grupos de
trabajo afines.
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Otra de las actividades que se realizan al comienzo del curso es la sesion
inaugural a la que se invita a los padres y familiares de los seleccionados. La
correspondiente sesidén de inauguracion del curso 2008-09 en Madrid tuvo lugar en
la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, y estuvo presidida por la
Ministra de Educacién, Politica Social y Deporte, D Mercedes Cabrera Calvo-Sotelo.

Las actividades que se realizan con estos alumnos duran dos afos. Las tres
horas de actividades semanales se dividen en dos sesiones de una hora y 20
minutos cada una, con un descanso de 20 minutos entre ambas. Los estudiantes se
dividen en grupos pequefios (normalmente 5 por grupo) y bajo la direcciéon de dos
profesores, elegidos entre profesores de Universidad y profesores de Ensefianza
Secundaria, se dedican a realizar actividades relativas a:

e Grafos, numeros primos, juegos de estrategia, poliedros, geometria con
ordenador, mosaicos, combinatoria, divisibilidad, paridad, el principio del
palomar, teoria de Ramsey, fractales, aritmética modular,...

El principal objetivo de estas actividades es crear las condiciones apropiadas
para desarrollar la creatividad matematica de los seleccionados. Ya sean sesiones
dedicadas a explorar areas avanzadas de las matematicas o a descubrir resultados
relevantes, siempre hay una gran cantidad de problemas para resolver. Al preparar
estas actividades usamos nuestros conocimientos y la literatura matematica
existente, de la cual destacamos el libro “Mathematical Circles (Russian
Experience)” por Dmitri Fomin, Sergey Genkin e llia Itenberg, publicado en inglés por
la American Mathematical Society.

Seria imposible hacer una descripcion completa de todas las actividades que
se realizan durante este periodo de dos afios. Pero diremos algo sobre ellas,
invitando al lector a que visite la pagina Web www.uam.es/estalmat --> Actividades
para obtener mas informacion.

Cuando se trata de conocer areas avanzadas de las matematicas (por ejemplo,
teoria de grafos, probabilidad,...) el profesor hace una pequefia introduccién y a
continuacion propone actividades que guien al alumno a través de los principales
conceptos y les permitan ir descubriendo nuevos resultados. El trabajo de los
alumnos se realiza en grupo, proponiendo ideas y soluciones que deben ser
discutidas con sus comparieros de mesa de trabajo.

En otras ocasiones el profesor comienza presentando un problema, que en
principio puede ser complicado, y pide a los estudiantes que busquen soluciones en
casos particulares o traten de simplificar el problema para tratar de encontrar una
solucion.

En algunas ocasiones las actividades presentadas para realizar en una sesion
se terminan, pero en otras ocasiones quedan incompletas, dejando preguntas sin
solucionar para que las trabajen los estudiantes. Es importante mencionar aqui que
los estudiantes no tienen deberes que realizar entre estas sesiones, puesto que se
trata de no distraerles de sus actividades escolares, también importantes para su
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desarrollo social e intelectual. Por supuesto, que pensar acerca de preguntas no
respondidas no esté prohibido, y pueden discutir con sus profesores las soluciones a
estas preguntas.

Al cabo de dos afos, los estudiantes reciben un diploma que acredita su
participacion en el proyecto. Pero, el proyecto continla; después de haber
permanecido durante dos afios, de manera voluntaria, para los que quieren seguir
profundizando en el conocimiento matematico se les ofrece una sesién cada mes.
Durante estas sesiones se realizan actividades mas complicadas y nos permite
mantener la relacion con los alumnos hasta que alcanzan el nivel universitario.

Ejemplo de una actividad: numeros poligonales

Los matematicos han dado nombres a los conjuntos de nimeros y tu ya sabes
algunos de ellos: numeros naturales, enteros, racionales, etc. Algunos numeros
estan asociados a poligonos y tienen nombres geométricos. Los puntos de las
siguientes figuras representan numeros de estos ultimos.

1. Rellena los espacios en blanco y continua dibujando figuras segun esta idea,
escribiendo en cada caso el nimero de puntos que obtienes.

. U

1 4

2. Observa ahora estas figuras (continua ta dibujando, siguiendo el modelo del
ejercicio anterior y escribe el nimero de puntos que vas obteniendo)

Los numeros determinados por las figuras del primer grupo se llaman nameros
cuadrados, los del segundo numeros triangulares. A veces utilizamos abreviaturas
0 simbolos para escribir estos numeros, por ejemplo, S, para el cuarto nimero
cuadrado o T, para el segundo nuamero triangular. Asi pues, Ss = 25, Tz = 6, por
ejemplo.
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1. Completa la siguiente tabla (por lo menos hasta n=24):

i |

10
(v | 10

"y
e | | T

2. Dibuja una estructura que represente el numero cuadrado S7. ¢Puedes
partirla en dos que representen numeros triangulares consecutivos? ¢ Cuales?
A qué nimero cuadrado es igual T9 + T10? ¢Y Tn + Tn+1?

3. Completa la tabla (por lo menos hasta n=10):

1 1
T 1
1+87T, 9] 25

[ ]

¢, Qué observas en los numeros de la fila tercera? Intenta demostrar eso que
conjeturas, sea cual fuere n.

4. Escribe las fracciones

-:cjl ¥ 7_”
v

:;jl."a —+1 ‘ 7_."? +1

Por lo menos hasta n=10 y conjetura algo sobre si se pueden simplificar o no.
Demuestra esa conjetura.

5. Completa la tabla de la figura. Enuncia lo que parece que observas en las filas
tercera y cuarta y demuéstralo luego.

'-qu

T gy
—L
TL— 3

o

Resultados

La evaluacion que realizan los Estudiantes al final de cada afio académico
muestra un alto grado de satisfaccion de muchos de los participantes: prefieren
trabajar en grupo en lugar de hacerlo individualmente y un gran porcentaje de ellos
se divierte con las actividades, a pesar de que piensan que son bastante dificiles.
Con estas opiniones podemos concluir que los objetivos inmediatos del proyecto
Estalmat se han cumplido.
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Los objetivos a largo plazo del proyecto se habran cumplido si los participantes
realizan “extraordinarias contribuciones al desarrollo cultural, cientifico y tecnologico
del pais” (Miguel de Guzman). Pero es demasiado pronto para evaluar si se ha
cumplido este objetivo.

Alguna tendencia puede observarse de los |Matematicas 21
estudios elegidos por los estudiantes de las cinco |Fisica 5
generaciones de Estalmat-Madrid (en total 125 |Ing Quimica 3
alumnos) que han alcanzado la edad de realizar |!ng Telecomunicaciones 6
estudios universitarios. El cuadro de la derecha y el |Ing. Tec. Telecomunicaciones | 4

grafico inferior muestran las preferencias de 93 de |/ng Industrial 14

ellos (el resto corresponden a carreras con menos |!ng Caminos

de tres estudiantes). Los estudios de Matematicas | /"9 Aeronautica
son los mas elegidos, junto con diversas |9 Tec. Aeronautica

Ingenierias, entre las que destaca la Ingenieria de :\:g;f?};mat'ca
. . ICI
Telecomunicaciones. De estos 125 alumnos, once

. ; . . Arquitectura
de ellos realizan dobles titulaciones, combinando q

Wwlo|o|o ||

- L Bellas Artes
generalmente Matematicas e Ingenieria.

Total alumnos

Los premios obtenidos por los participantes en Estalmat son numerosos.
Algunos han tenido premio Nacional de Bachillerato, otros han tenido muy buenos
resultados en la Olimpiada Matematica Internacional, en la Iberoamericana, en la
espafiola, en la de Fisica y en la de Quimica. Hay que resaltar que de los seis
participantes en la Olimpiada Matematica Internacional del afio 2008, cuatro
procedian de Estalmat-Madrid, y han conseguido dos medallas de bronce y dos
menciones de honor.
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Epilogo

Miguel de Guzman fue un hombre de una calidad humana excepcional, tenia
un espiritu eternamente joven, siempre optimista, animaba las reuniones con su
espontaneidad y la profundidad de sus reflexiones. Era un convencido de la fuerza
de las ideas cuando éstas van acompafadas del saber hacer. Después de su etapa
investigadora quiso dar un paso adelante para mejorar la enseflanza de las
matematicas. Una vez mas no quiso renunciar a la utopia y decidié ser coherente
llevando a la practica Estalmat, su ultimo proyecto en educacion matematica.

Estalmat es una experiencia alentadora, un portal de entrada a un mundo de
juegos y actividades matematicas con un profundo valor educativo. De gran interés
para la sociedad y una delicia para todos los que participamos en ella.

Bibliografia

= www.estalmat.org es la pagina principal de Estalmat Espafia y desde la que se
puede acceder a las paginas de las distintas sedes del proyecto.

=www.uam.es/estalmat --> Actividades, contiene muchos materiales usados durante
las actividades de Estalmat.

Eugenio Hernandez, Profesor Titular de Andlisis Matematico de la Universidad
Auténoma de Madrid.
Email: eugenio.hernandez@uam.es

Mercedes Sanchez, Catedratica de Matematicas (IES Ortega y Gasset, Madrid) y
Profesora Asociada de la Facultad de Matematicas de la Universidad Complutense de
Madrid.

Email: merche_sanchez@mat.ucm.es
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Diagndstico de errores en niios con talento

Enrique Castro, Maryorie Benavides e Isidoro Segovia

Resumen

Partimos del supuesto de que los nifios con talento deben formar parte de la atenciéon a la
diversidad en los sistemas educativos. Frente a la situacidn existente en épocas anteriores,
se ha producido una evolucién recogida por documentos curriculares que avalan la
necesidad de atencién especial que se le debe prestar a estos alumnos. Dentro de las
distintas estrategias de identificacion e intervencién que se han propugnado, resaltamos la
identificacion orientada a la intervencion basada en los trabajos de Julian Stanley.
Concretamente en este trabajo nos hemos centrado en un aspecto de ella “el pretest
diagnostico” y mostramos los errores que comenten nifios con talento chilenos en el campo
conceptual de la estructura multiplicativa.

La atencion a la diversidad

La atencion a la diversidad esta siendo objeto de atencion en los sistemas
educativos de distintos paises, pero hay que tener en cuenta que la diversidad se
manifiesta de diversos modos: diversidad de centros, diversidad del profesorado,
diversidad del alumnado (Gutiérrez y Maz, 2004). En lo referente a los estudiantes,
la diversidad se hace ostensible en sus diferentes capacidades, facultades fisicas y
psiquicas, intereses, motivaciones, ambiente sociocultural, factores étnicos o
religiosos vy, a ella, se debe dar respuesta educativa promoviendo el respeto a las
minorias y atencion a las diferencias individuales. “Toda persona tiene derecho a
recibir una educacion que desarrolle al maximo sus capacidades” (Machado, 2004,
p. 9). Sin embargo, esto no ha sido siempre asi y, a pesar de que estas diferencias
estan presentes, no han sido tenidas en cuenta por los sistemas educativos, ni por
los profesores, que han ofrecido respuestas educativas uniformes a realidades muy
diversas (Gutiérrez y Maz, 2004).

La UNESCO ha sido sensible al tema de la diversidad y, en numerosos
documentos auspiciados por este organismo internacional (Machado, 2004), se ha
incidido en la necesidad de atender las diferencias individuales en educacion:

“Cada nifio tiene caracteristicas, intereses, capacidades y necesidades que le
son propias; si el derecho a la educacion significa algo, se deben disefiar los sistemas
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educativos y desarrollar los programas de modo que tengan en cuenta toda la gama
de esas diferentes caracteristicas y necesidades” (p. 9).

Continuando en esta linea, Ruiz y Marquez (2006) sefialan que “la diversidad
implica reconocer y responder mediante acciones educativas concretas a las
diferencias de los nifios derivadas de sus caracteristicas especificas” (p. 217) en la
que la diversidad considere, o0 tenga en cuenta, que hay nifios potencialmente
sobresalientes. También destacan estos autores que la escuela regular no ofrece
una respuesta educativa diversificada, sino excluyente, en la que los niflos son
tratados de manera homogénea sin considerar sus diferencias y necesidades
vinculadas a sus caracteristicas especificas.

Una de las consecuencias de la falta de atencion a las diferencias individuales
es que muchas personas no desarrollen plenamente sus talentos y capacidades. “Un
buen porcentaje de alumnos con talento puede ver limitado el desarrollo de sus
potencialidades, o bien presentar dificultades de aprendizaje y de participacion, al no
considerar sus necesidades educativas especificas” (Machado, 2004, p. 9).

Respuesta educativa a los niflos con talento

La diversidad de alumnos en las aulas, presenta multiples necesidades, una de
ellas es la atencion a los nifilos con talento. Pero este colectivo de sujetos ha sido
uno de los Ultimos con necesidades educativas especiales al que los sistemas
educativos han empezado a prestar atencion. Las razones son varias: actitud de los
docentes, falta de formacidén para atender la diversidad, la homogeneidad de la
ensefianza, entre otras. Incluso el supuesto de que este colectivo no necesita una
atencion especial, puesto que saldrdn adelante sin ayuda, ha contribuido durante
mucho tiempo a que se les olvide.

Hasta la segunda mitad del siglo XX la atencion a los estudiantes con talento
no era motivo de preocupacion por parte de los distintos estamentos implicados en
la educacion. Progresivamente se ha cambiado de parecer y, en la actualidad “existe
una mayor conciencia de que estos alumnos si requieren ayudas y apoyos
especiales para lograr el maximo desarrollo de sus capacidades” (Blanco, Rios y
Benavides, 2004, p. 49). Estos autores sefialan que, a pesar de este reconocimiento,
“las demandas educativas de estos alumnos no son suficientemente atendidas por
los sistemas educativos, mas preocupados por aquellos que tienen discapacidad o
problemas de aprendizaje” (p. 49). Recomiendan que los sistemas educativos y las
escuelas desarrollen acciones encaminadas a dar una respuesta educativa que
promuevan el pleno desarrollo y aprendizaje de los escolares con talento
excepcional.

Los nifios superdotados y con talento tienen cualidades generales comunes.
Freeman (1988) sefiala dos de ellas: a) aprenden mas rapidamente, y b) tienen
mayor profundidad y extension en el aprendizaje. Sin embargo, Blanco, Rios y
Benavides (2004) sefialan que no constituyen un grupo homogéneo y que difieren en
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muchos aspectos que deben ser tenidos en cuenta a la hora de planificar una
intervencion. Una de las recomendaciones que propugnan es que se realice:

“una evaluacion del alumno o alumna en el contexto educativo en el que se
desarrolla y aprende que permita conocer sus necesidades educativas especificas y
gue sirva para la toma de decisiones sobre las adaptaciones del curriculo y sobre los
recursos y ayudas que hay que proporcionar a cada uno para optimizar el desarrollo
de sus capacidades” (p. 50).

La atencion de los nifios con talento matematico

De forma paralela a la atencion de nifios con talento en general, la educacion
de los nifios con talento matematico estd empezando a recibir atencion en los
sistemas educativos de distintos paises, pero en el pasado ha sido una minoria
olvidada. Asi lo reconoce el National Council of Teachers of Mathematics en el
documento An Agenda for Action (1980): "Los estudiantes mas olvidados, en
términos de alcanzar su potencial, son los estudiantes superdotados de
matematicas" (p. 18).

El National Council of Teacher of Mathematics, pone de manifiesto que todos
los niflos pueden aprender matematicas y no sélo unos pocos. Esta idea de
“matematicas para todos”, se explicita en varios de sus documentos: Los Standards
(1989) hablan de objetivos para todos los estudiantes; los Professional Standards
(1991) exponen que “todos los estudiantes pueden aprender a pensar
mateméaticamente” (p.21); y los Principles and Standards for School Mathematics
(2000) subrayan el aprendizaje matematico para todos en su principio de equidad
(The Equity Principle). Entre los grupos de estudiantes a los que afecta este principio
mencionan a los estudiantes que muestran interés especial por las mateméticas y a
los que poseen un talento excepcional en mateméticas. Estos estudiantes podrian
necesitar programas especiales o recursos adicionales para alcanzar su desarrollo
potencial. Destaca este documento que el interés o el talento de estos estudiantes
deberia ser atendido para que puedan alcanzar una formacion excelente en
matematicas.

Estas ideas también las subraya Lappan (sin fecha), como miembro activo en
varios documentos del National Council of Teachers of Mathematics y presidenta
durante un tiempo de dicho Consejo:

“Nuestro primer objetivo deberia ser potenciar matematicamente a todos los
estudiantes. A menudo hablamos de ofrecer oportunidades a los estudiantes mas
desfavorecidos. Pero entre los estudiantes que tenemos en nuestros cursos algunos
tienen altas capacidades. Nuestros programas deberian incluir también oportunidades
para estos estudiantes. En el futuro estos estudiantes seran usuarios de las
matematicas: cientificos, matematicos, estadisticos, ingenieros, técnicos e
investigadores. Merecen que se les tenga en cuenta en la programacion de igual
manera que se tiene en cuenta otro tipo de necesidades especiales.” (p. 1).

El sentido del Principio de Equidad propuesto en los Principles and Standards
for School Mathematics (2000), también lo describe Van de Walle (2001),
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identificando la diversidad de sujetos en una sala de clases: los estudiantes con
problemas de aprendizaje, los estudiantes con diferencias culturales, las diferencias
segun el sexo y los estudiantes con talento matematico.

Intervencion

Se han propuesto varias estrategias de intervencion para ser aplicadas a nifilos
con talento. Unas son de caracter organizativo, y se refieren al modo de ubicar a los
sujetos con talento respecto a sus compafieros: integracion, agrupamiento,
individualizacion; otras son estrategias relativas a los contenidos del curriculo vy,
entre ellas, cabe destacar el enriquecimiento y la aceleracion. Ambas férmulas son
validas y se aplican con fines distintos. El enriquecimiento es la formula usual
cuando a los alumnos se les dan clases al margen de la ensefianza oficial, con el
animo de potenciar sus dotes excepcionales. Los problemas y las actividades que se
les proponen suelen evitar excesiva dependencia con los conocimientos
matematicos, a veces incluso no tienen conexion con el contenido matematico del
curriculo escolar. La aceleracion es otra de las modalidades que se han adoptado en
la intervencién de nifios con talento, en la que a los nifios se les evalla y se les
ubica en un curso mas avanzado del que les corresponde por su edad.

Identificacion orientada a la intervencion

Desde el ambito educativo, la finalidad que tiene la identificacién de los nifios
superdotados y con talento es someterlos a un proceso de intervencion, bien en un
ambiente integrado con el resto de su clase, o en cursos especiales enfocados al
enriguecimiento del sujeto o a la aceleracién de su proceso académico. La mayoria
de las técnicas que se han empleado (y se emplean) para la identificacion de estos
nifios excepcionales no transcienden la fase de identificacion, en el sentido de que
no se obtiene del proceso de identificacion informacion adicional que pueda guiar el
proceso instructivo de los nifios superdotados. Pensamos que debe haber una
evaluacion posterior a la fase de identificacion, de caracter diagnéstico, que sirva
para planificar parcial o totalmente el programa de intervencion. En este sentido
sefala Johnson (1983) que:

“Deberiamos encontrar formas de ampliar nuestros procesos de identificacion
que incluya informacion cualitativa e integrar esa informacién en nuestras decisiones
de lo que es un superdotado en matematicas. Esta informaciéon podria utilizarse
inmediatamente en la planificacion de la programacién” (p. 55).

Nuestra propuesta va en esta linea, se refiere a la evaluacién de los nifios con
talento en la fase inicial de identificacion o inmediatamente posterior a ella, con el
deseo adicional de que obtengamos informacion para la intervencion posterior con
estos nifios. Planteamos un marco tedrico en el que dicho proceso esté motivado por
la intencion y la posibilidad real de ofrecer servicios o programas adecuados a sus
necesidades. Asi mismo, tanto los procesos de identificacion como las
caracteristicas del programa de intervencion deben ajustarse al tipo de talento que
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se vaya a trabajar, al nivel de desarrollo de los alumnos y al campo de conocimiento
especifico que se trabaje. La atencion de estos alumnos en sus aulas desde un
enfoque integrador requiere conocer cuales son las necesidades especificas
diferenciadas que tienen estos alumnos “especiales” y la mejor forma de desarrollar
su talento y, concretamente en nuestro caso, el talento matematico.

Situando lo anterior, y desde un enfoque cognitivo, vemos la necesidad de que
el proceso de identificacion sirva para conocer no solo las altas puntuaciones de los
sujetos en un test de inteligencia general, sino también aspectos cualitativos
relacionados con la resolucion de problemas. Creemos necesario un andlisis
cualitativo de las producciones de los sujetos obtenidas del proceso de resolucion de
problemas de matematicas. Proponemos, ademas, que el proceso de evaluacion
diagndstica que seguiria al proceso de identificacion de nifios con talento sea lo mas
cercano posible al proceso de instruccion, en una parcela especifica de
conocimiento ligada al nivel de desarrollo de los conocimientos curriculares del
alumno en matematicas. La identificacion de las estrategias que emplean los
estudiantes en un campo de conocimiento especifico y los errores que comenten, es
un punto de partida (Socas, 1997; Rico, 1993), y proporciona al profesor una base
cognitiva para tomar decisiones e intervenir en el aula para desarrollar el talento
matematico de los estudiantes superdotados.

Asi pues, abogamos, dentro de una intervencion integradora del alumno
superdotado en su aula, por instrumentos de identificacién que sean utiles no solo
para diferenciar a los sujetos por sus puntuaciones en un test de inteligencia, o por
las capacidades de pensamiento generales que permiten evidenciar, Sino que somos
partidarios de instrumentos que cumpliendo con una funcion diferenciadora entre
sujetos, proporcionen ademas elementos de juicio para una intervencion que esté
basada cognitivamente y centrada en un ambito curricular concreto del area de
conocimiento que se esté tratando. Esto no es contradictorio con un programa de
enriguecimiento o de aceleracion curricular, lo vemos como complementario, es
decir, se pueden proponer actividades de enriquecimiento que tengan un caracter
general, pero nosotros proponemos ademas utilizar el conocimiento que hemos
adquirido de la prueba de diagndstico para proponer actividades que potencien las
estrategias detectadas en los alumnos y que permitan corregir los errores
observados.

Evaluacion diagndéstica-ensefianza prescriptiva

La idea de evaluacion diagndstica como parte de un modelo de identificacién e
intervencion en un colectivo de nifios con talento no es nueva, y se enmarca en lo
gue se denomina, en general, ensefianza diagndstica. Dentro del ambito de los
sujetos con talento matematico hay modelos pioneros en este sentido, como el
SMPY de Julian Stanley (Assouline y Lupkowski-Shoplik, 2005).

Stanley desarroll6 el modelo: “Diagnostic Testing — Prescriptive Instruction”,
para utilizarlo con estudiantes matematicamente precoces. El modelo es util para
asegurarse de que los estudiantes con talento no se saltan conceptos importantes o
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tienen lagunas en su periodo de formacion. La nocion de evaluacion diagndstica y
ensefianza prescriptiva tiene sus raices en la educacion especial, y ha tenido cierta
repercusion en educacion matematica. Este enfoque aplicado a nifios especiales
consiste en evaluar a los estudiantes con instrumentos de un nivel diferente al que le
corresponderia por su edad. Una de las primeras investigadoras de nifios
superdotados Leta Hollingworth (citada en Assouline y Lupkowski-Shoplik, 2005),
reconoce que la idea de evaluar con instrumentos que corresponden a un nivel
diferente, podria ser Util para los estudiantes superdotados, los cuales podrian ser
evaluados con tests diagndsticos disefiados para cursos superiores a los que
pertenecen los niflos. Julian Stanley extendié las ideas de Hollingworth en los
altimos afos de la década de 1960 y en los primeros de la de 1970 y desarroll6 el
modelo “Diagnostic Testing — Prescriptive Instruction” para identificar en los
estudiantes con talento matematico, fortalezas y debilidades y sefalar aspectos que
necesitan trabajar. En 1971 se inicio oficialmente el programa Study Mathematical
Prococity Young (SMPY) en la Universidad de Johns Hopkins y, sus objetivos fueron
identificar, estudiar y proporcionar educacién a nifios que inicialmente estan en los
dos primeros afios de la escuela secundaria inferior, es decir, que tienen entre doce
y catorce anos.

Nuestra propuesta recoge la tradicion del modelo de Stanley en su version mas
actual (Assouline y Lupkowski-Shoplik, 2005), pero con algunas modificaciones que
intentan hacerlo mas operativo y actual, como veremos a continuacion.

\ 4

1. Test de aptitud general 2. Pre-test diagnostico
SI’ v
Puntuaciones de los ™Ir al nivel siguiente 3. Readministran y evaldan
estudiantes > n los items fallados
percentil 85 El mentor analiza los items
> fallados.
+ "I No

5. Post-test

4. Instruccion prescriptiva

Se aplica una forma
paralela del test
diagnostico (paso2)

Los estudiantes estudian
topicos no aprendidos aun.

Figura 1. El modelo FD-PI (tomado de Assouline y Lupkowski-Shoplik, 2005)
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La primera fase del modelo de Stanley (vease fig. 1) es una fase de
identificacién de nifios con talento en la que se utiliza una prueba de aptitud general.
Normalmente esta fase requiere aplicar un test de inteligencia o de aptitud general
(ej., test de Raven) y precisa de un experto psicélogo para su interpretacion.
Posteriormente, se requiere de otro profesional, el profesor especialista, para la fase
de intervencion.

En la segunda fase de este modelo de Stanley se administra un test
diagnéstico de aptitud especifica de un nivel superior al que se encuentran los nifios.
Aqui es donde nuestra investigacion realiza una primera aportacion original.
Pensamos que una de las opciones alternativas que se pueden dar es que el test
diagnéstico esté constituido por items que sean problemas pertenecientes, o que
estén dentro, de un campo conceptual de la matematica (Vergnaud, 1990) que
permita diagnosticar las lagunas de conocimientos, los errores, las estrategias
incipientes que manifiestan los nifios y las representaciones que realizan en ese
campo conceptual.

El problema requiere, inicialmente, construir un test de aptitud especifico, es
decir, un test ligado a un campo conceptual de contenido matematico especifico que
pudiera cumplir funcion diagndéstica dentro del campo conceptual correspondiente,
del cual se pudieran realizar con facilidad réplicas similares que pudiesen aplicarse,
una vez realizada la intervencién, como postest.

La estructura multiplicativa

Acorde con lo anterior, nuestras ideas las hemos contextualizado en un campo
conceptual (Vergnaud, 1990) de la matemética escolar, el de la estructura
multiplicativa (Vergnaud, 1983, 1998), y hemos construido un test constituido por
una bateria de problemas, a modo de test de aptitud especifico, relativo a ese
campo de conocimiento (Benavides, 2008; Castro, Benavides y Segovia, 2006). Con
la finalidad de identificar en alumnos con talento de primer ciclo de secundaria, las
estrategias especificas de resolucién en ese campo conceptual y los errores que
cometen. Para la construccién del test hemos seleccionado problemas que han sido
items representativos de investigaciones previas dentro del campo conceptual de la
estructura multiplicativa.

La nocién de campo conceptual lo propuso Vergnaud (1983), con el interés de
comprender la adquisicion y el desarrollo de conocimientos especificos y de
destrezas relacionadas con situaciones y problemas. El campo conceptual de la
estructura multiplicativa ha sido estudiado desde la década de 1980 y se han
realizado importantes aportaciones, tanto en su delimitacion teérica como en las
estrategias, dificultades y errores que cometen los resolutores en tareas ligadas a
este campo conceptual (Bell, Greer, Grimison y Mangan, 1989; Castro, 1995; Greer,
1992; Nesher, 1988; Vergnaud, 1983, 1988). Algunas de las tareas que se han
utilizado en estas investigaciones son problemas que plantean cierta dificultad a los
mejores alumnos de una misma etapa educativa, y pensamos que pueden ser utiles
para evaluar de manera diagnéstica el conocimiento matematico de los alumnos con
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talento en el @mbito de la estructura multiplicativa en un determinado estadio de su
desarrollo.

Método
1.- Preguntas de investigacion

Cuando pensamos en nifios superdotados o en nifios con talento, damos por
supuesto que suelen hacer bien todas las tareas que se les proponen.
Evidentemente, en general, su rendimiento es superior a la media, pero ello no
conlleva que durante la fase de aprendizaje escolar no cometan errores en las
tareas que se les proponen. Conviene saber no sélo si cometen errores, también es
conveniente conocer los errores que cometen en tareas enmarcadas dentro de un
campo conceptual de la matematica. Esto es un aporte importante de la fase
diagnéstica y facilitaria y permitiria al profesor realizar una instruccion adecuada. Por
ello, nos plantemos las preguntas:

e ¢Cometen los sujetos con talento errores? Y en tal caso,

e ¢ Qué tipo de errores cometen los nifios con talento al resolver problemas
de un campo especifico de conocimiento que en este trabajo es la
estructura multiplicativa?

2. Sujetos

Las preguntas anteriores las hemos estudiado con alumnos chilenos de los
altimos cursos de educacion basica. En la investigacion han intervenido un grupo de
30 estudiantes con talento a los que se les ha aplicado el cuestionario de problemas
de estructura multiplicativa. Poseen unas caracteristicas comunes: son nifios de
ambos sexos seleccionados de dos comunas de Santiago de Chile: Puente Alto y La
Florida; tienen una edad comprendida entre 11 y 13 afios y estan cursando sexto u
octavo afio de Educacion Basica, y provenian de establecimientos educacionales de
una zona de nivel socioecondmico medio. Estos estudiantes fueron seleccionados
por sus profesores para que participaran en un programa de identificacion de
talentos. Entre los participantes se seleccionaron los que tuvieron una puntuacion
igual o superior al percentil 75 en el test de Raven. Una vez seleccionados, el grupo
de los 30 estudiantes con talento participaban semanalmente en un programa para
nifios con talento en la Universidad.

3. Instrumento

En este trabajo de investigacion hemos utilizado un cuestionario de problemas
de estructura multiplicativa, que hemos construido ad hoc y que hemos denominado
cuestionario PEM. La estructura multiplicativa implicada en el cuestionario PEM es
una de las mas ricas de la matematica por la variedad de contextos y situaciones a
los que puede referirse, por las diferentes posibilidades en cuanto al tipo de
cantidades implicadas y por la variedad de categorias semanticas (Bell y otros 1989;
Greer, 1992; Nesher, 1988; Vergnaud, 1988). La estructura multiplicativa se
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desarrolla durante un amplio intervalo de tiempo, es por tanto, una estructura
implicada en todas las etapas de desarrollo y aprendizaje; determinadas situaciones
pueden ser adquiridas y resueltas en los primeros niveles de la Educacién Primaria y
otras tienen dificultad en su resoluciébn en las Ultimas etapas de la Educacion
Secundaria Obligatoria. Las caracteristicas anteriores hacen muy pertinente su
presencia en una prueba en la etapa de desarrollo en la que se encuentran los
sujetos de la investigacion.

Con respecto al contenido de los items incluidos en el cuestionario PEM,
ademas de las variantes de problemas simples que se dan dentro de la estructura
multiplicativa se le han impuesto otras caracteristicas adicionales a los problemas,
como el tipo de nimero que aparece como dato o el contenido matemético implicito,
que nos permite clasificar los 12 problemas del cuestionario PEM en cinco grupos.
La tabla 3.2 recoge los 12 problemas que conforman el cuestionario PEM agrupados
segun los cinco tipos que han sido considerados.

Tabla 3.2. Tipos de problemas de estructura multiplicativa

Tipo de problemas Problemas Caracteristica
1 1-4-8-12 Problemas de comparacién
2 3-9 Problemas de combinatoria
3 6-10 Problemas de escala
4 5-7 Problemas complejos
5 2-11 Problemas de proporcionalidad simple con
numeros decimales

4. Procedimiento

El cuestionario se aplico al grupo de estudiantes del programa de talentos y al
grupo de contraste, en dos instancias separadas por una semana, la primera
aplicacién consté con 6 problemas y la segunda con los siguientes 6 problemas
aparte. La razén para hacerlo en dos sesiones separadas fue debido a que en el
cuestionario habia problemas “parecidos” y se queria que no influyera en las
respuestas.

A los estudiantes del programa de talentos se les administrd el cuestionario en
su sala de clases, mientras asistian a cursos en la universidad. La realizacién de la
prueba duré en cada instancia aproximadamente una hora.

La aplicacion del cuestionario al grupo de estudiantes que no participan del
programa de talentos se realiz6 en sus respectivos colegios, previa coordinacion con
la profesora jefe de la unidad técnico-pedagodgica o encargada del programa
PENTA-UC de cada establecimiento educacional. La aplicacion del cuestionario se
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realizd en algunas ocasiones en la sala de clases de los nifios aplicando el
instrumento a todo su curso, por solicitud del colegio, y en otras ocasiones, en la
biblioteca del establecimiento educacional.

La aplicacion del cuestionario se realizé durante los meses de marzo y abril del
2003, visitando un total de 6 colegios de las comunas de la Florida y Puente Alto en
la ciudad de Santiago de Chile. El tiempo maximo disponible para la contestacion de
los cuestionarios fue de dos horas aunque todos los sujetos lo terminaron antes de
dicho plazo. Al nifio se le dieron unas instrucciones previas. Se insistid en la
necesidad de que escribieran todas las operaciones necesarias para resolver los
problemas.

Resultados
Criterios para definir los errores

El proceso de resolucion de problemas comprende dos fases: comprension y
solucion (Mayer, 1986). La fase de solucion conlleva un aspecto de planificar y
ejecutar las operaciones necesarias para obtener un resultado. Por tanto, los errores
se pueden producir en una de estas fases, o bien, en las dos. Después de un
andlisis exhaustivo de las producciones de los sujetos con talento, hemos observado
que en la fase de ejecucion de las operaciones no hay errores que resulten
significativos ni por su naturaleza ni por su frecuencia, pero que si los hay en la fase
de comprension. Por lo tanto, exponemos solo los errores producidos en la fase de
comprension.

Los errores que han cometido los sujetos con talento los hemos clasificado en
siete tipos o categorias: Conmutar los datos, Cambio de estructura, Inversion de la
operacion, Omitir una operaciéon, Error en un concepto, Cambio de significado de
una relacion, y Emplear una estimacion. Ademas, hemos considerado una categoria
complementaria de "No responde”, que se refiere al caso que no se ha producido un
proceso escrito para alcanzar la solucion. El significado de estos errores es el
siguiente:

1. Conmutar los datos

En las operaciones aritméticas se puede distinguir las que cumplen la
propiedad conmutativa (adicibn y multiplicacion) de las que no la cumplen
(substraccion, division, potenciacion). Cuando aplicamos estas operaciones para
resolver problemas, puede que lo hagamos sin comprender el significado de cada
uno de los datos, esto en las operaciones aritméticas que son simétricas no se
aprecia, pues no importa el orden en el que operemos con los datos, pero en las
operaciones gue no son simétricas si se aprecia, pues el orden es importante de
cara a la solucion. Por ello, ha sido en las operaciones no simétricas de caracter
multiplicativo (multiplicacion y potenciacion) donde hemos observado el error de
confundir el papel de alguno de los datos. Lo hemos detectado en los casos en que
el resolutor elige una operacidén que es adecuada para solucionar el problema, pero
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le asigha al menos a un dato un papel que no le corresponde en la operacion, o que
le corresponderia al otro dato. Al menos un dato no esta ubicado en la operacion de
manera correcta, por lo cual no desempefa la funcidbn que debiera segun el
problema. Esto queda patente en los problemas que requieren una division cuando
intercambiamos el divisor y el dividendo: asi mismo, se da cuando en una potencia
se intercambian el valor de la base y el exponente.

Este error se ha presentado de manera significativa en un problema complejo
de combinatoria, y en un problema con nameros decimales. En el problema con
nameros decimales los sujetos que cometen este error escogen correctamente la
operacion aritmética, la division, pero intercambian la funcion o el papel que
desempenfan los dos datos, en una operacion que no es conmutativa, por lo que la
traduccidon a operacion aritmética que hace el resolutor del problema no es correcta
y, por tanto, el resultado no es el adecuado.

En el problema de combinatoria, se le asigna a uno de los datos del problema,
el nimero 5, el papel de otro dato, el del nimero 2, utilizando la operacién de 5° (5
elevado a 5) para resolver el problema, cuando debia utilizar 22.

2. Cambio de estructura

El nombre de este error lo hemos tomado de la literatura existente sobre
resolucién de problemas mateméaticos (Castro, 1994; Castro, Rico y Castro, 1992).
Se localiza en aquellas soluciones en las que los sujetos realizan una regresion
hacia estructuras mas sencillas, fundamentalmente de caracter aditivo. El sujeto, al
resolver el problema, en vez de emplear las operaciones de multiplicar o dividir,
pertenecientes a la estructura multiplicativa, y que son los pertinentes en estos
problemas, emplea la suma o la resta, que son conceptos en cierta medida
paralelos, pero pertenecientes a la estructura aditiva y, por tanto, no le conduce a la
solucion correcta del problema. Es decir, el resolutor ha dado la solucién a un
problema de estructura multiplicativa como si éste fuese de estructura aditiva.

El error de cambio de estructura se ha presentado en las producciones de los
nifios con talento en los problemas de comparacion, de numeros decimales,
problemas de combinatoria y en problemas de escala, y lo ha hecho de dos formas
con distinto nivel de complejidad, a las que referimos como forma simple y forma
compleja. La frecuencia de aparicion de este error ha resultado significativa en los
problemas de numeros decimales y en los problemas de combinatoria simples,
denominado por algunos autores como problemas de producto cartesiano.

El error de cambio de estructura, en su forma mas simple ha aparecido en
problemas de comparacion multiplicativa. Un tipo de representacion erronea de este
problema suele venir dada por la resta de los datos

180
=60
120

es decir, se sustituye la division por la resta.
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Como hemos indicado, este error de cambio de estructura, se manifiesta
cuando los sujetos escogen la operacion de sustraccion que es inadecuada para
resolver el problema. Decimos que cambia de estructura porque para resolver el
problema el resolutor escoge una operacion que corresponde a una estructura mas
simple, la estructura aditiva, dentro de esta estructura ha escogido la resta de datos
cuando la representacion correcta se realiza utilizando la operacion de division.
Pensamos que esto se debe a que interpretan la expresién veces menos estatura
como si fuese ¢ cuanta menos estatura? Esta idea se puede apreciar en la respuesta
de un sujeto de la investigacion que da como solucién “120 cm menos de estatura”.

Una version mas compleja del error de cambio de estructura se ha dado en los
problemas con numeros decimales, en los que el error se ha manifestado de dos
formas:

a)los que restan los dos datos: restan las dos cantidades que
corresponden a magnitudes de naturaleza distinta. En este caso calculan
la diferencia entre el peso y el precio, que son magnitudes diferentes.

b) compensacion entre magnitudes diferentes (restan compensando). En
este caso la resta ademas de ser entre magnitudes diferentes, intenta
obtener el valor tal que se acerque a la unidad del peso y del precio.

En el problema de combinatoria, tipo producto cartesiano, se ha dado el error
de cambio de estructura de tres formas diferentes:

1. sumar 6+2, en vez de multiplicar 2x6,
2. multiplicar 2x2x2x2x2x2 en vez de sumar 2+2+2+2+2+2,y
3. multiplicar 6x6, en vez de sumar 6+6.

En la primera forma, el estudiante argumenta que la solucién es “6+2=8 por
gue son los Unicos numeros y la operaciéon es razonable. Tengo 8 maneras”.

La segunda forma consiste en multiplicar 6 por 6 y da como respuesta 36 y
ademas, para obtener la solucién uno de los estudiantes emplea un bosquejo de
diagrama de &rbol, parte de dos puntos que representan los dos pantalones y de
cada uno de ellos saca seis ramas correspondientes a las seis camisetas, pero en
vez de sumar las seis ramas de cada pantalon, lo que daria 6+6 que daria el
resultado correcto, las multiplica 6x6=36, dando como resultado 36: “Los puedo
combinar de 36 maneras para vestirme”. ¢De donde proviene aqui el error? ¢De
falta de conocimiento de la situacion descrita en el enunciado del problema? Creo
gue no, pues es una situacion familiar a cualquier sujeto. En este caso se entiende
que se debe combinar camisa con pantaldbn como se desprende de los niveles
representados en el diagrama de arbol, pero es la propia funcionalidad del diagrama
de arbol, al utilizarlo sin referencia a la situacion real, el que provoca que se cometa
el error. El resolutor ha traducido el problema a un diagrama de arbol y a partir de
ahi es el diagrama de arbol el que ha impuesto la solucién. Y ello en la manera de
como entiende el resolutor el diagrama de arbol.
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La forma de solucion es la siguiente:

Problema 3
Tengo 6 camisetas v 2 pantalones, ;De cudntas maneras los puedo combinar para

vestirme?

2x2x2x2x2=64, en ella se puede observar que el resolutor ha traducido el enunciado
en un esquema lineal que le sirve para elegir las operaciones que tiene que realizar.
En este caso el diagrama elegido no es adecuado para representar el problema.

3. Inversion de la operacién

Este nombre lo hemos tomado de la literatura sobre resolucién de problemas
de estructura multiplicativa (Castro, Rico y Castro, 1992; Castro, 1994). Consiste en
utilizar la operacion inversa de la que se debe emplear en la resolucién del
problema. En un principio, puede asimilarse al error ya citado de conmutar los datos,
pero queremos resaltar la diferencia, pues no es lo mismo intercambiar el dividendo
por el divisor, que cambiar la division por la multiplicacién. Este error se produce
cuando el sujeto escoge la operacion aritmética inversa a la requerida para
solucionar el problema. Si la operacion necesaria para resolver el problema es la
multiplicacion escoge incorrectamente la division, y viceversa, y o mismo puede
ocurrir con la adicién y sustraccion en un modelo aditivo.

Este error ha ocurrido en cuatro de los doce problemas empleados en el
estudio: en los dos problemas de numeros decimales, en un problema de
comparacion y en un problema de escala. El error se ha presentado en la forma
siguiente:

En los problemas de numeros decimales, este error de manifiesta de la
siguiente forma: En uno de los problemas, el error de inversibn se pone de
manifiesto cuando los sujetos en vez de multiplicar 0,923x6,5 realizan la operacion
de dividir 0,923 : 6,5 entre esos mismos datos. Y, en el otro problema, que es el
problema inverso del anterior, el error se manifiesta cuando los sujetos en vez de
realizar la operacion de dividir 6 : 0,923 lo que hacen es multiplicar los datos
0,923x6, esta solucion esta acompafiada de operaciones de cambio de unidad,
como dividir 6 entre 1000.
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En uno de los problemas de comparacion, este error se produce cuando el
sujeto utiliza la operacion multiplicacion 180x3 = 540, en vez de la operacion division
180:3, dando como solucién 540. En otro de los problema de comparacion, se da
cuando interpreta de manera equivocada la expresiéon "veces menos", realizando la
operacion 180x3 para resolver el problema.

En uno de los problemas de escala, aparece como error dividir la distancia real
de la escala en la distancia del papel entre las dos ciudades, cuando lo que deberia
hacer es multiplicarlas. Asi ocurre, por ejemplo, cuando se realiza la division de
4000000 : 3.

4. Omitir una operacion

Este error se produce cuando en la representacion aritmética de un problema el
resolutor no tiene en cuenta una condicion incluida en el enunciado del problema,
bien de manera implicita, o de manera explicita. Hay que poner de manifiesto que ha
sido este error el que ha aparecido con mas frecuencia.

En uno de los problemas se ha dado el error de generalizar lo que se daba en
los primeros casos, sin advertir que esa pauta se quebraba por una condicién que no
estaba explicitamente dicha en el enunciado.

La dificultad que ocasiona a los nifios la interrelacion entre area y perimetro ha
provocado también la omision de operaciones en el resultado. En uno de los
problemas, que incorpora los conceptos de area y perimetro, y en el que se pedia
hallar la diferencia entre el area de un cuadrado y otro obtenido disminuyendo su
perimetro, hay sujetos que dan como respuesta un resultado intermedio: el area del
cuadrado disminuido. Es decir, en la fase de comprension del problema omiten una
relacion, la final, que corresponde a la diferencia de areas del cuadrado inicial y del
cuadrado disminuido. Es pues un error de integracién global de las relaciones del
problema. Mas precisamente, en vez de responder a la diferencia de areas entre el
cuadrado inicial y el cuadrado final disminuido, entienden que se les pregunta por el
area del cuadrado disminuido, y dan como respuesta el area de este Ultimo. No
cometen errores de calculo.

Por ejemplo, un sujeto procede de la siguiente manera:
P;=8x4 =32,
A; = 8-8 = 64,
P, = 32-8 = 24,
P,=4=6=l,
A=l x|, =36

Dando como respuesta 36 que es el area del cuadrado disminuido A, Otro
sujeto ni siquiera ve necesario calcular el area del primer cuadrado A;.
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5. Error en un concepto

Entendemos que hay un error en un concepto cuando en la produccién de un
sujeto se puede observar que se ha plasmado un concepto de manera equivocada.
El error conceptual puede tener su origen en la carencia por parte del resolutor de
algun conocimiento especifico matematico que le impide resolver el problema
correctamente, y que en algunos casos le hace producir respuestas inventadas
erréneas, pero no se descartan otras razones.

6. Cambio de significado de unarelacién

En un problema intervienen conceptos y relaciones y, en ocasiones, las
producciones de los sujetos reflejan que una relaciébn se esta utilizando con un
significado que no es el adecuado desde el punto de vista matematico. En este
sentido, hablamos de cambio de significado de una relacion porque los sujetos que
cometen este error utilizan toda la informacion presente en el problema, pero hacen
una interpretacion alternativa equivocada de alguna de las relaciones presentes en
él.

El error de cambio de significado de una relacion ha aparecido muy repartido
en los distintos tipos de problemas. En los problemas de comparacion, los sujetos
hacen una traduccién de la relacibn comparativa que denota que no han utilizado su
significado matemético correcto, interpretan la expresion comparativa “veces menos”
como una expresion compuesta. Para obtener cuantas veces menos es 60 que 180,
empiezan restando 180-60=120 y dividiendo 120:60 y dan como solucién “dos veces
menos”. Y, en uno de los problemas, cuando se le dice que un objeto miden 180 cm
y el otro 3 veces menos, ante la pregunta ¢cuanto mide este ultimo? Después de
hacer correctamente la division de 180 entre 3 dan como resultado: “No mide, mide
0 cm.” Es decir, han cambiado el significado de la pregunta.

En el problema que incorpora las nociones de area y perimetro, interpretan de
manera equivocada una de las relaciones del problema. Este error lo cometen los
sujetos que interpretan la expresion "se disminuye en 8" como si fuese la expresion
"se disminuye a 8".

7. Emplear una estimacion

Utilizar una estimacion numérica es una estrategia que se emplea para resolver
problemas, o para detectar la razonabilidad de una respuesta. Si el contexto lo
requiere el realizar una estimaciéon para resolver un problema puede ser adecuado,
pero entendemos que no es el caso de los problemas que hemos planteado en este
estudio y, por lo tanto, si el sujeto ha empleado una estrategia de estimacion
consideramos que ha incurrido en un error al que hemos dado este nombre.

Este error s6lo se ha dado de manera significativa en los problemas con
nameros decimales.
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Ha aparecido de las siguientes maneras:

a) Interpretan el “trozo” de queso como la mitad.
b) Establecen una equivalencia inadecuada entre los dolares y los gramos,
por ejemplo, 1,5 dolares =75 gramos.

8. No responde

Esta categoria incluye los casos en que el resolutor no ha producido un
proceso escrito para alcanzar la solucién. En general, no responden a un anico
criterio, aunque la mayoria de los casos se refieren a las respuestas de los sujetos
gue no responden, esto ocurre en algunos problemas en los que no hay respuesta,
es decir, aparecen en blanco; en menor medida, también hemos incluido respuestas
en las que el resolutor hace algo, como es el caso del sujeto que construye la figura
de un cuadrado, le afiade las medidas de sus lados y se detiene.

Reflexion final

De los datos que hemos recogido sacamos como conclusién que, en contra de
lo que se podria pensar, los sujetos con talento cometen una gran variedad de
errores, que en cierta medida son sistematicos, cuando resuelven problemas
aritméticos de estructura multiplicativa. Si bien la frecuencia de errores que cometen
los sujetos con talento es menor que la de un grupo de sujetos no catalogados como
tales, no por ello deja de ser importante y representa una oportunidad para
corregirlos y tratar de profundizar con este tipo de estudiantes en el conocimiento de
la estructura multiplicativa.

Los errores pueden ser un punto de partida sobre los que apoyar nuestra
actuacion didactica, no solo para corregir los errores y completar una formacion
errbnea, sino también para extender el conocimiento que tienen los estudiantes
sobre aritmética e ir mas all4 de lo que lo hace el colectivo de estudiantes de su
edad.

Cuando se analizan las producciones de los sujetos con talento hay que ser
cautos a la hora de catalogar una respuesta como errénea. Los sujetos con talento
son especialmente creativos a la hora de resolver problemas y suelen utilizar
estrategias de solucion poco usuales, que nos pueden hacer pensar en un principio
que hay un error en la solucion.
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El concepto de funcidén através de la Historia

Sastre Vazquez, P.; Rey, G.; Boubée, C.

Resumen

Analizar los procesos histéricos en el desarrollo de la Matematica permite conocer la forma
en que surgen, se sistematizan y se desarrollan los métodos, las ideas, los conceptos y las
teorias de esta ciencia. En este trabajo se realiza una revisién bibliografica de los hechos
mas importantes en el desarrollo histérico del concepto de funcién. El objetivo es ofrecer una
resefa historica que pueda ser utilizada como una herramienta pedagoégica, que al mostrar
los caminos recorridos, permita buscar nuevas alternativas, conjeturar mayores alcances y
mejorar posibilidades para el desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje del concepto
“funcién”.

Introduccion

La historia de la Matematica esta llena de anécdotas y de problemas
interesantes que pueden motivar el aprendizaje de los estudiantes y colaborar en el
desarrollo de actitudes positivas, permitiendo un acercamiento a esta ciencia desde
un punto de vista humano. Puede ser sumamente util explorar los inicios de un
concepto, las dificultades con las que tuvieron que enfrentarse los matematicos y las
ideas que surgieron al enfrentar situaciones nuevas.

El desarrollo de la Matematica como ciencia esta marcado por los procesos
dialécticos que se dan con las contradicciones en las cuales surgen y evolucionan
los conceptos, leyes y procedimientos. En la ensefianza no se puede repetir el curso
de la historia evolutiva de las ciencias; pero el caracter l6gico que sigue la
ensefanza también requiere reconocer, por ejemplo, que los sistemas de
numeraciéon son el resultado de un proceso continuo de actividad intelectual, que la
Aritmética y la Geometria estan vinculadas entre si desde sus inicios, que la
interpretacion mecanica de ciertas relaciones aportaron muchas ideas que
penetraron con fuerza en el pensamiento matematico de aquellos que se dedicaban
a la actividad relacionada con la produccién de conocimientos matematicos y que
fueron motivos de enfrentamientos y crisis en sus fundamentos.

Es decir, la Ciencia Matematica sigue un curso evolutivo que la practica
docente no puede seguir. Durante el proceso de ensefianza-aprendizaje se ofrecen
los resultados matematicos bajo una fuerte sistematizacion de sus teorias y ello
hace que el conocimiento tome formas de presentacion graduada en el contenido
que se explica, y coloca al profesor en la situacion de plantear los conceptos, leyes y
procedimientos, que conduzcan al alumno al desarrollo de sus capacidades
intelectuales y de la concepcion cientifica del mundo de manera dinamica y eficiente,
cual si se revelara como un descubrimiento o una investigacion.
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Todo profesor de Matematica debiera tener un conocimiento aceptable de la
historia de esta ciencia, no con el objetivo de organizar un curso con contenidos
historicos, sino para poder utilizar, en el plano del acercamiento del objeto de estudio
al alumno, las consideraciones mas relevantes de su desarrollo y, sobre todo, para
favorecer la comprension de que esta ciencia evoluciona en el marco del desarrollo
socio-cultural de la humanidad.

En resumen, la comprensién de una teoria matematica no puede ser completa
si se desconocen sus origenes. Ir a ellos y ver cdmo esa teoria ha influido en el
conocimiento son pilares fundamentales para el educador y para el investigador,
porque constituyen una herramienta pedagdgica de gran valor al mostrar los
caminos recorridos por la ciencia, condicion necesaria para poder buscar nuevas
alternativas, conjeturar mayores alcances y mejorar posibilidades.

En esta revision bibliografica se realiza la exposicion siguiendo el criterio de
Youschkevitch, (1976) quien organiza la evolucion del concepto de funcion
distinguiendo tres periodos: Epoca Antigua, Edad Media y Periodo Moderno.

Epoca Antigua

Se conoce como "Matematica Antigua o prehelénica" a aquella que se
desarrollaba en las antiguas civilizaciones de Egipto, Mesopotamia, China e India.

En la época antigua no existia una idea abstracta de variable, y las cantidades
se describian verbalmente o por medio de graficos. Sin embargo, en este periodo,
comienzan a desarrollarse algunas manifestaciones que implicitamente contienen la
nocioén de funcion.

El conteo implica una correspondencia entre un conjunto dado de objetos y una
secuencia de numeros para contar. Ya los cavernicolas dejaron huellas de una
actividad que pareciera ser la de contar. Por ejemplo, sobre restos dseos se han
encontrado ciertas marcas sencillas que pudieron servir para llevar alguna cuenta.
Puede decirse entonces, que la nocion de funcion tiene sus raices en el desarrollo
del concepto de numero.

Las cuatro operaciones aritméticas elementales son funciones de dos
variables. En las tablas numéricas babilénicas (2000 a.C. — 500 a.C.) se presentaba
el resultado de multiplicaciones y divisiones, de cuadrados, cubos y raices
cuadradas y cubicas. Ademas, se han encontrado tablas con férmulas de calculos
tan llamativas como la de la suma de n términos de una progresion geométrica, o la
de los numeros pitagoricos, o las que muestran la utilizacidon de reglas de tres,
simples y compuestas. Los babilonios tenian un manejo algebraico muy
desarrollado, caracterizado por la sustitucion, el cambio de variables, y hasta el uso
de la ley exponencial. Conocian la formula de la ecuacion de segundo grado, e
incluso reducian ecuaciones de grado superior, con cambios de variables incluidos,
a las de segundo grado.
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Si bien los babilonios no manejaban aun el concepto de funcién, la nocién de
este concepto se encuentra implicita en las tablillas astrondmicas, ya que éstas
reflejaban observaciones directas de fendmenos enlazados por una relacion
aritmética, como por ejemplo, los periodos de visibilidad de un planeta y la distancia
angular de ese planeta al Sol.

i
4

Tablilla con motivos geométricos (DivulgaMat) Tablilla Plimpton con las ternas pitagéricas(DivulgaMat)

Mas tarde, (500 a.C. - 500 d.C.), durante la época de la cultura helénica,
aparecen cambios en los contenidos que traen aparejados consigo un mayor estudio
de la Geometria. Aparecen los llamados problemas “clasicos”, como por ejemplo: a)
la cuadratura del circulo, al cual se dedicé Anaxagoras, y b) la duplicacién del cubo,
con Menecmo, (discipulo de Eudoxo), quien demostré que se trataba de un
problema no plano (se consideraban planos a los problemas que se resolvian
utilizando regla y compas), y que en realidad era un problema solido, en cuya
resolucion intervenian las conicas. Los esfuerzos para resolver estos problemas
trajeron consigo la creacion de diferentes curvas por parte de Apolonio, Arquimedes
y Pappus, entre otros.

Los griegos trataron con problemas que tenian implicita la nocién de funcién,
pero no fueron capaces de reconocerla y, menos aun, de simbolizarla. Sin embargo,
ellos calcularon areas, volumenes, longitudes y centros de gravedad y desarrollaron
tablas de acordes y tablas de senos similares a las actuales. A principios del siglo Il
a.C., los astronomos griegos adoptaron el sistema babilénico de almacenamiento de
fracciones y, casi al mismo tiempo, compilaron tablas de cuerdas de un circulo. Para
un circulo de radio determinado, estas tablas daban la longitud de las cuerdas en
funcién del angulo central correspondiente, que crecia con un determinado
incremento. Eran similares a las modernas tablas del seno y coseno, y marcaron el
comienzo de la Trigonometria. Pero todos estos desarrollos de los griegos fueron
explicados verbalmente, en tablas, graficamente o mediante ejemplos. A modo de
sintesis, puede decirse que estos estudios sobre las relaciones entre magnitudes
geomeétricas variables, si bien no respondian explicitamente al concepto de funcion,
pueden ser considerados como los primeros antecedentes aportados por la cultura
helénica.
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Edad Media

La Edad Media comienza con la caida de Roma en el afio 476, y finaliza en el
afo 1453, con la caida de Constantinopla en manos turcas. Aunque pueda
suponerse que en esta etapa, muchas veces caracterizada como de oscurecimiento
de las ciencias, las Matematicas se mantuvieron estaticas, esto no fue tan asi.
Durante este periodo, Europa estaba constituida por una coleccion de pueblos
aislados y de poco nivel cultural, con la Iglesia Catdlica como albacea intelectual. En
lo referente a lo cultural, no existia mucha relacion con la mayor parte del
pensamiento clasico griego, distancia que ya se habia establecido desde el mismo
Imperio Romano. Sin embargo, los arabes, ademas de recuperar un buen numero
de obras griegas, van a proporcionar a Occidente un gran tesoro que desarrollara de
forma increible la Aritmética, sentando, ademas, las bases de una nueva rama de
las Matematicas: el Algebra.

Durante la Edad Media se estudiaron fenémenos naturales como: calor, luz,
color, densidad, distancia y velocidad media de un movimiento uniformemente
acelerado. Las ideas se desarrollaron alrededor de cantidades variables
independientes y dependientes, pero sin dar definiciones especificas. Asi, la
evolucion de la nocion de funcidn se dio asociada al estudio del cambio, en particular
del movimiento. Una funcién se definia por una descripcidon verbal de sus
propiedades especificas, 0 mediante un grafico, pero aun no se usaban las formulas.

El estudio del cambio se inicia con la representacién grafico-geométrica,
construida por Nicolas Oresme (1323 - 1382), como método para representar las
propiedades cambiantes de los objetos. Oresme desarrollé una teoria geométrica de
las latitudes de las formas. En su obra Tractatus de latitudinibus formarum, las
funciones aparecen dibujadas por primera vez, trasladando al plano lo que hasta
entonces habian hecho los gedgrafos sobre la esfera. Mantuvo incluso los nombres,
y llamé longitud y latitud a los antepasados de lo que hoy llamamos abscisa y
ordenada.

Oresme asocié el cambio fisico con figuras geométricas. El area completa
representa la variacion en cuestion, aunque sin hacer referencia a valores
numeéricos. (Kline, 1972). Este matematico consideraba que todo lo que varia se
puede imaginar como una cantidad continua representada mediante un segmento
rectilineo. Asi, en la representacion grafica del cambio de la velocidad a través del
tiempo, utilizaba una linea horizontal para representar el tiempo (longitud), y a las
velocidades en los diferentes instantes, las ubicaba en lineas verticales (latitud).

En la Figura 1 se observa la representacion de A
una velocidad que decrece uniformemente desde el
valor OA en O, a cero en B, quedando dibujado un . E
triangulo. El rectangulo OBDC, determinado por E
(punto medio de AB) tiene la misma area que el
triangulo OAB y representa un movimiento uniforme a o B
lo largo del mismo intervalo de tiempo. Figura 1
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Si bien durante la Edad Media se lograron algunos resultados de interés en
Matematicas, puede decirse que éstos no fueron de una gran trascendencia. La
situacion cambidé durante el Renacimiento bajo la accion de las importantes
transformaciones sociales, culturales y politicas asociadas a este periodo.

Periodo Moderno

En los inicios de esta época, que comienza a finales del siglo XVI, las funciones
fueron equivalentes a expresiones analiticas. Kleiner (1989), senala que desde 1450
a 1650 se produjeron sucesos fundamentales para el desarrollo del concepto de
funcién: 1) La extension del concepto de numero al de numeros reales, e incluso a
ndmeros complejos (Bombelli, Stifel), 2) La creacién del Algebra simbdlica (Vieta,
Descartes), 3) El estudio del movimiento como un problema central de la ciencia
(Kepler, Galileo) y 4) La unién entre el Algebra y la Geometria (Fermat, Descartes).

Hasta el siglo XVII el Algebra estuvo subordinada a la Geometria, pero a partir
de este momento el rol se invirtid y, con ello, se dio un cambio sustancial en la
historia de las Matematicas. La dependencia del Algebra de la Geometria comenzé a
invertirse cuando Vieta (1540 -1603), y luego Descartes, emplearon el Algebra para
resolver problemas de construcciones geométricas. Vieta vislumbro la posibilidad de
usar el Algebra para tratar la igualdad y la proporcién entre magnitudes, sin tener en
cuenta de qué campo cientifico provenian los problemas, (Kline, 1972). Ademas,
este matematico francés fue quien propuso el uso de letras para representar las
variables.

Quien también contribuy6 a la creacion de la idea de funcion fue Galileo (1564 -
1642). El introdujo lo numérico en las representaciones gréaficas y expreso las leyes
del movimiento, a las que incorpord el lenguaje de la teoria de las proporciones,
dando un sentido de variacion directa o indirectamente proporcional, lenguaje que
junto con la teoria de la época encubrié aspectos de la variacion continua. En su
obra se encuentran numerosas expresiones de relaciones funcionales. Con
palabras, y en el lenguaje de las proporciones, muestra claramente que esta
tratando con variables y funciones.

Con la llegada de la obra de Descartes, (1596 - 1650) se produce un enorme
avance. Descartes buscaba liberar a la Geometria del exceso de figuras, pero
también buscaba darle sentido o significado al Algebra por medio de la Geometria.
Fue revolucionario al establecer que una curva se construye con solamente ofrecer
una ecuacion algebraica. Recordemos que en la Antigledad, para que una curva
existiera, era necesario que hubiera un procedimiento con regla y compas para
poder construirla.

Asi es que Descartes fue quien desarroll6 la idea de introducir una funcion en
forma analitica. El queria reducir la solucién de todos los problemas algebraicos y de
ecuaciones, a un procedimiento estandar que le permitiera encontrar las raices. Este
matematico fue el primero en poner en claro que una ecuacion en x e y es una forma
de mostrar una dependencia entre cantidades variables, de modo que los valores de
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una de ellas pudieran calcularse a partir de los correspondientes valores en la otra
variable.

Descartes rechaza la idea de que solo son legitimas las curvas factibles de ser
construidas con regla y compas, y propone nuevas curvas generadas por
construcciones mecanicas. Clasifica las curvas en “mecanicas” y “geométricas”.
Establece que las curvas “geométricas” son aquellas que pueden expresarse
mediante una unica ecuacion algebraica, de grado mixto, en x e y, con lo que acepta
la concoide y la cisoide, mientras que llama “mecanicas” a todas las demas curvas,
como la espiral y la cuadratriz.

La ampliacién del concepto de “curvas admisibles” significd un paso importante
que permitié incorporar curvas antes rechazadas, y ademas, permiti6 ensanchar su
dominio, ya que dada cualquier ecuacion algebraica en x e y podia obtenerse una
curva y asi generar nuevas curvas. (Kline, 1972).

Ademas mostro, en sus trabajos de Geometria, que tenia una idea muy clara
de los conceptos de variable y funcion, realizando una clasificacion de las curvas
algebraicas segun sus grados y reconociendo que los puntos de interseccion de dos
curvas se obtienen resolviendo, en forma simultanea, las ecuaciones que las
representan.

La distincion de Descartes entre curvas “geométricas” y “mecanicas”, dio lugar
a que Gregory (1638 - 1675) realizara la distincidén entre funciones “algebraicas” y
“trascendentes”. En 1667, este matematico dio la definicion mas explicita del siglo
XVII, definiendo una funcién como:

“una cantidad que se obtiene de otras cantidades mediante
una sucesion de operaciones algebraicas o mediante
cualquier otra operacion imaginable”

Con la ultima expresion quiso mostrar la necesidad de afadir, a las cinco
operaciones del Algebra, una sexta operacion que él definié como el paso al limite.
(Kline, 1972).

No puede dejar de mencionarse que Fermat (1601 - 1665) aplicé el analisis de
Vieta a los problemas de lugares geométricos y presentd en un estilo moderno, con
las notaciones de Vieta, los principios fundamentales de la Geometria Analitica. A
pesar de que Fermat escribidé sobre estos temas antes que Descartes publicara sus
trabajos, su obra fue publicada de manera p6stuma y posterior a la de Descartes.

La Geometria Analitica fue decisiva para el desarrollo del Calculo Diferencial e
Integral, que constituyd una auténtica revolucién en el pensamiento matematico. La
aparicion del Calculo, significa hacer referencia a Newton y a Leibniz, a la creacion
de una de las herramientas matematicas mas potentes y al nacimiento de un nuevo
paradigma cientifico: la Naturaleza puede ser explicada a partir de ecuaciones
diferenciales. Esto conlleva a la consideracion continua y dinamica de las relaciones
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funcionales, en contra de la consideracidén discreta y estatica imperante hasta el
momento.

Se introducen las variables y se comienzan a utilizar expresiones de relaciones
entre variables por medio de ecuaciones. Surgen asi muchos ejemplos de funciones,
aunque aun no se distinguen las variables dependiente e independiente en una
ecuacion.

Es de hacer notar que los objetos de estudio del Caélculo desarrollado por
Newton y Leibniz no fueron las funciones, sino las curvas. Se intentaban solucionar
problemas referidos a longitudes, areas y tangentes relacionadas a curvas, como asi
también encontrar la velocidad de puntos moviéndose a través de curvas.

Leibniz (1646 - 1716) fue el primer matematico en utilizar la palabra funcién en
1692, (Struik, 1969). Uso esta palabra para referirse a cualquier cantidad que varia
de un punto a otro de una curva, tal como la longitud de la tangente, de la normal, de
la subtangente y de la ordenada. Por ejemplo, Leibniz afirmaba que “una tangente
es una funcién de una curva” (lacobacci, 1965). También introdujo las palabras:
constante, variable, coordenadas y pardmetro en términos de un segmento de
constante arbitrario o cantidad. Clasific6 a las curvas en: “algebraicas”, las
representadas por una ecuacion de cierto grado y “transcendentes”, las
representadas por una ecuacion de grado infinito o indefinido. Es de hacer notar que
Leibniz no utilizaba el concepto de funcion como lo entendemos en la actualidad ya
que, para él, una curva estaba formada por un numero infinito de tramos rectos
infinitamente pequenos.

En 1665, Newton utilizé la palabra fluent para representar cualquier relacion
entre variables. Ademas introdujo la nocién de diferencial, designada por la palabra
momento, el cual es producido por una cantidad variable llamada genita, en una
aproximacion al concepto de funcion.

Newton y Leibniz contribuyeron decisivamente al desarrollo del concepto de
funcién, introduciendo el desarrollo de funcién en una serie de potencias. En esta
época la idea de funcién era muy restringida, pues se reducia a funciones analiticas,
abarcando inicialmente las que se podian expresar mediante una ecuacion
algebraica y poco después, las desarrollables en serie de potencias.

En el siglo siguiente, XVIII, aparece uno de los matematicos mas prolificos de
la historia: Euler, quien habia sido precedido por una familia de matematicos suizos
realmente sorprendente: los Bernoulli (Johann y Jacob). El concepto de variable,
aplicada a objetos geométricos se sustituye por el concepto de funcion como una
férmula algebraica. El estudio se desarrolla alrededor de la representacion, en
particular en serie de potencias de las funciones.

Euler (1707 - 1783) continua el camino para precisar la nociéon de funcién

comenzando a definir nociones iniciales como son: constante y cantidad variable v,
en 1755, define funcién como una expresion analitica:
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“la funcion de una cantidad variable es una expresion
analitica compuesta de cualquier manera a partir de esa
cantidad variable y de niumeros o cantidades constantes”.
(Ruthing, 1984)

Si bien Euler no define qué es una “expresion analitica”, la que fue definida
formalmente recién en el siglo XIX, explica que las expresiones analiticas admisibles
son las que contienen las cuatro operaciones elementales, raices, exponentes,
logaritmos, funciones trigonométricas, derivadas e integrales. Clasifica a las
funciones en: 1) “algebraicas y trascendentes”, 2) “univariadas y multivariadas” y 3)
“implicitas y explicitas”.

Euler se enfrenta al problema de que si a toda funcion le corresponde una
curva, también toda linea curva deberia representarse por una funcion. Asi admite
como funciones a las llamadas curvas mecanicas. Al ampliar el concepto de funcién
distingue dos clases: las “continuas” y las “discontinuas”.

El significado de estos dos términos era distinto al significado actual. Para
Euler, una funcion “continua” es aquella que esta representada por una sola
ecuacion, aun cuando su dibujo conste de mas de un trazo, como el caso de la
hipérbola. Las “discontinuas”, por su parte, son las curvas mecanicas. Es decir, son
aquellas para las que no hay una ecuacién conocida, aun cuando su trazo en papel
sea seguido.

Resumiendo, durante este periodo aparecieron nuevas funciones (las
“trascendentes”) que ayudaron a resolver problemas relacionados con la Fisica
(cicloide, catenaria, lemniscata, etc). Euler lleva mas alla la idea de funcién,
considerando como ente matematico lo que hasta ese momento era considerado
como una herramienta para resolver problemas, generalmente relacionados con la
Fisica. Abre asi la posibilidad de estudiar las funciones como objetos matematicos.

El concepto de funcién evoluciond, enriqueciéndose y cambiando su significado
a partir de la controversia iniciada entre Dalambert y Euler sobre el problema de la
cuerda vibrante. Dada una cuerda elastica con extremos fijos se la deforma de
alguna manera inicial y se la suelta para que vibre. El problema consiste en
determinar la funcién que describe la forma de la cuerda en cada instante.

La discusion entre Dalambert (1717 - 1783), y Euler y D. Bernoulli (1700 -1782)
se centrd alrededor del significado de la palabra funcién y verso sobre las funciones
que solucionaban este problema, sosteniendo los dos ultimos autores que se debian
buscar soluciones mas generales.

Para entender mejor esta controversia se debe tener en cuenta que durante el
siglo XVIII los matematicos aceptaban por “articulo de fe”, es decir sin demostracion
y sin duda alguna, que:

“si dos expresiones analiticas coinciden en un intervalo,
ellas coinciden en todas partes”
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En 1747, Dalambert propone una solucion para el problema de la cuerda
vibrante. Al afio siguiente Euler publica un articulo sobre el mismo problema,
coincidiendo con la solucibn dada por Dalambert, pero discrepando en su
interpretacion, ya que él consideraba que esa solucién no era la “mas general”. En
1753, Bernoulli, propone una nueva solucion al problema de la cuerda vibrante.
Tanto Euler como Dalambert, rechazaron esta solucion, basando sus argumentos en
el “articulo de fe” de la época. Ellos sefalaron que dado que f(X) y la serie coincidian
en un intervalo, éstas debian coincidir en todos lados, concluyendo que la solucion
de Bernoulli conducia al absurdo de una funcion f(x) que es par y periddica. (Kleiner,
1989).

Si bien, a primera vista pareciera que las soluciones de Euler y Dalambert, para
el problema de cuerda vibrante, eran iguales, si se tiene en cuenta el hecho que
ellos usaban palabras iguales para referirse a objetos diferentes, es claro que ambas
soluciones no son idénticas. Tanto Euler como Dalambert aceptaban que si dos
expresiones analiticas toman los mismos valores en todos los puntos de un
intervalo, deben ser idénticas. También coincidian en que la palabra “ecuaciéon”
significaba igualdad de dos expresiones analiticas, aunque sin entrar a discutir qué
constituye una expresion analitica. Sin embargo, su concepto de funcion era
diferente: Dalambert entendia por ello cualquier expresién analitica, mientras que
Euler entendia que se trataba de cualquier curva dibujada libremente a mano.

El mayor efecto que produjo el debate sobre el problema de la cuerda vibrante
fue la extension del concepto de funcidn para permitir en él la inclusion de: 1)
Funciones definidas por expresiones analiticas a trozos y 2) Funciones que tenian
un grafico y no tenian una expresion analitica

A partir de 1720, y hasta 1820, comenzd a desarrollarse en el seno del campo
de la Matematica una nueva disciplina cuyo objeto de estudio fueron las funciones:
el Anadlisis. Antes de esto las funciones fueron mayoritariamente definidas y
aplicadas en el Calculo. Entonces se discutia si las funciones debian ser
representadas geométricamente (en la forma de una curva), analiticamente (en la
forma de una férmula), o I6gicamente (en la forma de una definicién).

Fourier (1768 - 1830), estudiando el flujo de calor en cuerpos materiales,
contribuyé a la evolucién del concepto de funcién al considerar la temperatura como
funcibn de dos variables: tiempo y espacio. Conjetur6, pero no probd
matematicamente, que era posible desarrollar una funcién dada en un intervalo
apropiado mediante una serie trigonométrica.

Todos estos desarrollos rompieron el “articulo de fe” imperante en el siglo XVIII,
dejando en claro que dos funciones dadas por diferentes expresiones analiticas
pueden coincidir en un intervalo y ser diferentes fuera del mismo. Fourier puso las
representaciones de funciones por medio de expresiones analiticas (algebraicas) al
mismo nivel que las representaciones geométricas (curvas).

Los trabajos de Fourier obligaron a reexaminar el concepto de integral y fueron
el punto de partida que condujo a Cantor a la creacién de su Teoria de Conjuntos.
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Ademas, a partir de estos trabajos se renovd el énfasis en las expresiones
analiticas, lo cual condujo a una revision del concepto de funcion. (Edwards, 1982;
Langer 1947).

Los matematicos desde Euler hasta Cauchy, pasando por Fourier, parecian
estar de acuerdo con la naturaleza “arbitraria” de las funciones, pero en la practica
ellos pensaban en las funciones como expresiones analiticas o curvas. Dirichlet fue
el primero en considerar la nocién de funcion como una “correspondencia arbitraria”.
Y restringié explicitamente a un intervalo, el dominio de una funcion.

No puede dejar de mencionarse que Fourier utilizaba en sus trabajos unos
razonamientos matematicos que serian claramente inaceptables en nuestra época.
Fue Dirichlet (1805 - 1859), quien se dedic6 a la tarea de convertir el trabajo de
Fourier en un trabajo matematicamente aceptable, encontrando que el resultado de
Fourier, que afirmaba que toda funcion podia ser representada por una expansiéon en
series, era falso. En 1829 Dirichlet establecio las condiciones suficientes para que tal
representacion sea posible y definié funcion de la siguiente forma:

“y es una funcion de la variable x, definida en el intervalo
a<x<b, si para todo valor de la variable x en ese intervalo,
le corresponde un valor determinado de la variable vy.
Ademas, es irrelevante como se establece esa
correspondencia.”

Como ya se ha dicho, hasta ese momento, las funciones se concebian como
expresiones analiticas o curvas, y es Dirichlet quien, por primera vez, considera a
una funcion como una “correspondencia”. Presenta el primer ejemplo explicito de
una funcién que no esta dada por una expresion analitica, ni tampoco posee una
grafica o curva que la represente. Es el primer ejemplo que ilustra el concepto de
funcidbn como una correspondencia arbitraria y también es ejemplo de una funcién
que es discontinua en todas partes, en el sentido actual, no en el de Euler. A partir
de los trabajos de este matematico, el concepto de funcion adquiere un significado
independiente del concepto de expresion analitica, (Bottazzini, 1986; Grattan-
Guinness, 1970; Youschkevitch,1976).

La funcion presentada por Dirichlet es una funcién de variable real que no es
continua en ningun punto de la recta y se define en el intervalo [0,1] de la siguiente
manera:

1, six e[a,bln (RAQ)

=10, six ela.bln Q

La funcion vale la unidad para todo punto de [0,1] irracional, y cero para todo
punto racional del mismo intervalo. Por lo tanto, la funcion esta definida para todo
punto de [0,1]. La representacion grafica de esta funcién es un poco dificil: entre dos
puntos racionales cualesquiera de [0,1] hay infinitos puntos irracionales, y la
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reciproca también es cierta, asi es que la grafica de la funcién consta de una nube
lineal de puntos de ordenada unidad y otra nube lineal de puntos de ordenada nula.

Los trabajos Dirichlet sugirieron que el nuevo camino era la completa
separacion de los conceptos de funcidn y de su representacion analitica. En 1872,
Weierstrass construyé un ejemplo de una funcion continua que no es derivable en
ningun punto de su dominio, demostrando que era falsa la conjetura que circulaba
en aquella época que afirmaba que las funciones continuas eran diferenciables salvo
en puntos aislados. (Ver Fig. 2)

V
I ~ rn |
I

Fig.2 :Funcién de Weierstrass en el intervalo [-2, 2].
La funcién tiene un comportamiento fractal.(Wikipedia®)

Durante algun tiempo, las definiciones de funcion dadas por Dirichlet y
Weierstrass, fueron totalmente aceptadas por la comunidad matematica. Sin
embargo, recientemente se hizo claro que no todos los matematicos estaban
completamente de acuerdo respecto del valor y el sentido de estas definiciones:
algunos sefalaron que la definicion de Weierstrass es excesivamente restrictiva;
otros la encontraron perfecta; otros, demasiado general, y aun otros, carente de
significado.

La Teoria de Conjuntos iniciada por Cantor (1845 - 1918) produce una nueva
evolucién del concepto de funcién, extendiéndose la nocion para incluir:

“toda correspondencia arbitraria que satisfaga la condicion
de unicidad entre conjuntos numéricos 0 Nno NUMEricos”

La evolucioén continud: desde el concepto de correspondencia, los matematicos
pasaron al concepto de relacion. Desde 1900 hasta 1920 se introdujeron conceptos
como: espacio métrico, espacio topoldgico, espacio de Hilbert y espacio de Banach.
Estos desarrollos condujeron a nuevas definiciones de funciéon basadas en conjuntos
arbitrarios que ya no son los numeros reales. Caratherdory (1917) define funcién
como:
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“una regla de correspondencia desde un conjunto A en los
nameros reales” (Malik, 1980)

A medida que avanza el nivel de la Matematica, haciéndose mas abstracta,
ocurre lo mismo con la definicion de funcion. Los desarrollos en el campo del
Algebra abstracta y de la Topologia dan lugar al surgimiento de nuevas definiciones
tedricas conjuntistas. El grupo Bourbaki, en 1939, defini6 funcion como una
correspondencia entre dos conjuntos de una forma semejante a la dada por Dirichlet
en 1837 (Monna, 1972; Youschkevitch, 1976):

Sean E y F dos conjuntos, que pueden o no ser distintos.
Una relacion entre un elemento variable x de E y un
elemento variable y de F, se llama relacion funcional en vy,
si para todo x en E, existe un Unico y en F el cual esta en
la relacion dada con x. Damos el nombre de funcién a la
operacion gue, de esta forma, asocia cada elemento x en
E con el elemento y en F que esta en relacién con x, se
dice que y es el valor de la funcién en el elemento x, y se
dice que la funcion esta definida por la relacion dada. Dos
relaciones funcionales equivalentes determinan la misma
funcién.

Bourbaki también formulé una definicion de funciéon equivalente, como un
conjunto de pares ordenados (Kleiner, 1989). En sus palabras:

“una funcién del conjunto E en el conjunto F se define
como un subconjunto especial del producto cartesiano
ExF”

La forma de ver una funcion por Bourbaki difiere del punto de vista de Dirichlet
en que el dominio y el codominio no estan restringidos al conjunto de numeros
reales. En la definicién de Dirichlet el dominio de la funcidén es un intervalo finito de
numeros reales y el codominio esta formado por numeros reales.

Conclusiones

Durante alrededor de 3700 afios se trabajo con objetos matematicos que solo
llevaban implicitos el concepto de funcion. Pero fueron necesarios 300 anos para la
formacion y desarrollo del concepto como tal, el que inicialmente surgié en relacién
con problemas del Calculo y del Analisis.

A lo largo de la historia, los conocimientos matematicos relativos a las
“funciones” se han ido construyendo, bien sobre ideas previas o bien contra ellas,
sobre la base de los intereses, cuestionamientos, problemas, posibilidades y
limitaciones de cada cultura y de cada época.
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La conceptualizaciéon de funcion aceptada actualmente, desde un punto de
vista didactico, admite representaciones en diferentes registros, cada uno con
diversos alcances y limitaciones, cuyos antecedentes y significaciones pueden
rastrearse a lo largo de la Historia.

Asi, en el inicio de la génesis del concepto, la construccion de las tablas
babilonicas puede asimilarse a lo que actualmente es la representacion a través de
tablas de valores. Del mismo modo, el trabajo con curvas desarrollado por los
griegos puede ser interpretado como las primeras representaciones graficas de las
funciones.

Posteriormente, con la aparicién de la Geometria Analitica se introducen las
variables, y las relaciones entre ellas se expresan por medio de ecuaciones, aunque
sin distinguir las variables dependientes de las independientes. Con la llegada del
Calculo los estudios continuan alrededor de las representaciones geomeétricas,
aunque ya se vislumbra el inicio de las representaciones analiticas. En los
comienzos de lo que luego seria el Analisis, el concepto de funcidon pasa de ser
concebido como expresion analitica (formula arbitraria) a ser entendido como curva.

Al constituirse el Analisis Matematico en la ciencia general de las variables y
sus funciones, se define una funcibn como una expresion analitica y toda la
propuesta es algebraica. Pero luego, con los trabajos de Fourier, dichas
representaciones algebraicas se colocan a igual nivel que las representaciones
geométricas. Posteriormente, las funciones se independizan de las expresiones
analiticas: la nueva definicion considera que una funcidon es una correspondencia
arbitraria.

El siguiente cuadro resume la evolucién de las definiciones de “funcion” de los
ultimos tres siglos.

Epoca Definicion

Cualquier relacion entre variables
Una cantidad obtenida de otras cantidades mediante
operaciones algebraicas o cualquier otra operacion imaginable

Siglo XVl Cualquier cantidad que varia de un punto a otro de una curva
Cantidades formadas usando expresiones algebraicas y
trascendentales de variables y constantes
Cantidades que dependen de una variable

S| Funcion de cierta variable como una cantidad que esta

iglo XVIII

compuesta de alguna forma por variables y constantes
Cualquier expresion util para calcular

Correspondencia entre variables

Siglo IX Correspondencia entre un conjunto A y los numeros reales

Correspondencia entre dos conjuntos

Adaptacién a partir de Mathematical and Pedagogical Discussions of the Function Concept. Seoul Apt. 2-
1002, Yeoeuido-dong, Yeongdeungpo-gu, Seoul 150-010, Korea; Journal of the Korea Society of
Mathematical Education Series D: Research in Mathematical Education Vol. 3, No. 1, May 1999, 35-56
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Conocer la génesis de los principales contenidos escolares puede convertirse
en una importante herramienta didactica que los docentes pueden utilizar
creativamente en la busqueda de aprendizajes cada vez mas significativos.

Cada docente es constructor de su propia metodologia de ensefianza, y al
disefiar toda situacidon didactica pone en juego una determinada concepcion de la
ciencia en general y de la Matematica, en particular. Ensenar y aprender un
contenido matematico es también, inevitablemente, ensefiar y aprender una
concepcion de la ciencia Matematica. En este marco, resulta relevante considerar el
devenir histérico de los conocimientos para promover una conceptualizacion de la
Matematica como una ciencia en construccion permanente, dedicada a la
elaboracion de conocimientos como recursos para resolver problemas, al desarrollo
de procesos dirigidos a demostrar la validez de esos conocimientos y a la
comunicacion de los saberes producidos..., una Matematica que es producto de
construcciones socio-histéricas y, por tanto, resultante de interacciones sociales...,
una Matematica que no es eterna ni inmutable.
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Vivencias, intuiciones y emociones matematicas

Pedro Buendia Abril

Resumen

La matematica es parte de tu forma de pensar y de ser. Nuestro pensamiento tiene que
revolotear libremente como una mariposa en el jardin de los numeros y en el paisaje de las
formas. En “Mete el lapiz y saca el metro” se propone construir el edifico de la medida. En “El
uno, el todo y la parte” pensamos el uno en la vida y hacemos operaciones con las manos
utilizando objetos sobre plantilla de cartulina... Y en “El paisaje de las formas” formamos un
rectangulo humano, buscamos las esencias del calculo de superficie y del volumen, y
redescubrimos las férmulas de areas y volimenes con experiencias sencillas.

Abstract

Maths is a way of thinking and being. Our thought has to fly freely like a butterfly in the
garden of the numbers and in the landscape of the geometric. “Hide the pencil and take out
the tape measure”. It tries to build the building of the measure. “In the number one, in the
everything and in the part”. We link the number one to life and we make sums with the hands
using objects in cardboard template... And in the landscape of the geometric we make a
human rectangle. We look for the most important thing of the surface and volume calculation.
And we rediscover the formulae of areas and volumes with simple experiences.

Introduccidn
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tu, la matematica es parte de tu forma de
pensar y de ser. Todos Illevamos un
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La propuesta de trabajo para el Taller viene en forma de carta matematica:
Queridos/as amigos/as:

Alrededor de mi cabeza gira una nubecilla de palabras: conciencia, natural,
esencia, sencillez, intuicion, emocién, pasion, alegria, fiesta, creatividad,
valores, animacion...

Entiendo que el triAingulo Matematicas-Creatividad-Educacién en Valores es
un todo integrado en torno a la Animacion, capaz de estimular en los
aprendices la conciencia de su ser matematico, favorecer sus procesos de
inteligencia creadora y mejorar sus relaciones con el mundo y con los seres
gue lo habitan.

De esta manera contribuiremos a desarrollar la competencia de la
alfabetizacion matematica enamorando cada vez a mas y mas aprendices de
este saber.

Y quiero que sintamos juntos la emocion de la aventura por los paisajes del
Universo Matematico, animando a los estudiantes, en un ambiente festivo de
alegria y bullicio, al experimentar con las medidas, los nimeros y las formas.
Un fuerte abrazo y niumeros cordiales.

A continuacién se proponen unos guiones de trabajo con algunas experiencias
a modo de orientacién, que se podran adaptar a distintos niveles educativos, unas
en educacion primaria de seis a once afios, y otras en educacién secundaria de
doce a dieciséis anos, o bien en educacion de adultos, en busqueda permanente de
nuevas vivencias matematicas, en torno a medidas, numeros y formas.

Medidas: “Mete el lapiz y saca el metro”

Vamos a construir el edificio de la medida. La
expresion “Mete el lapiz y saca el metro”, el 1apiz, un
simbolo de “aprendizaje mas teorico”, y el metro, un
simbolo de “aprendizaje mas practico”, quiere llamar la
atencion sobre lo importante que es empezar haciendo
experiencias reales tomando medidas en primer lugar,
para no hacer cuentas en el vacio. Las siguientes
experiencias nos pueden ayudar a practicar una
metodologia capaz de favorecer el aprendizaje por
descubrimiento.
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1. Hacemos un metro decimetro a decimetro con caiitas de refrescos.

Metemos sobre un hilo de metro diez cafiitas de refresco de un decimetro, de
una en una, combinando dos colores diferentes. Tomamos medidas en el entorno y
en nuestro cuerpo. Podemos crear figuras geométricas planas, y también en
volumen. Y hasta nos puede servir de modelo para ver la interseccion de planos...

2. Construimos el “Edificio de la medida”:

e Laprimera piedra: el metro. Lo situamos sobre el suelo.

e El solar de metro cuadrado. Desplegamos un cuadrado de papel de un metro
de largo y un metro de ancho para cubrir el solar de metro. Lo ideal es que el
cuadrado de papel esté cuadriculado en trozos de decimetro cuadrado. Asi
vemos que el solar de metro esta compuesto de diez filas con diez decimetros
cuadrados en cada una.

e La casa de metro. El cajén de metro. EI metro cubico humano.
Levantamos un metro sobre el suelo, bien con varillas de plastico o madera, o
bien desenrollando verticalmente cada uno de los cuatro metros que
colocamos previamente sobre cada una de las esquinas del solar. Acabamos
de delimitar un espacio de metro cubico. Podria ser una casita o un cajon, por
ejemplo. Para seguir conociendo el espacio también podemos formar un metro
cubico humano, entre cuatro personas, sentadas unas frente a otras sobre
cuatro sillas, y extendiendo sus brazos para abrazar el metro cubico al mismo
tiempo que se abrazan entre si, y respiran el aire de su interior.

e Lacajade litro. Es mas grande de lo que parece. Si colocamos una botella de
vidrio de un litro llena de agua, junto a una caja de cartulina de un decimetro
cubico, nos da la sensacién de que se van a llenar unas dos cajas. La manera
de salir de dudas es comprobar si el agua entra de verdad en la caja. La
impermeabilizamos con una bolsa de plastico, y nos admiramos al ver jcémo
se produce el milagro y el litro entra increiblemente en su caja como no podia
ser de otra manera! Ahora la situamos sobre uno de los cuadrados de
decimetro de lado del solar de metro; y por comparacion, de un simple vistazo,
percibimos que entran mil cajas de litro en el cajon de metro. Si le ponemos
nueve tabiques de cartulina conseguimos dividir la caja en 10 decilitros. El café
o la manzanilla por ejemplo la tomamos en vasitos de decilitro. Si partimos
cada uno de estos apartados en 10 tubos ya tenemos el centilitro, que coincide
con el contenido de una cucharada sopera, por ejemplo. Cada uno de estos
tubos, a su vez, lo podemos rellenar con 10 cajitas de centimetro cubico, o
mililitro.

e La cajita de garbancito, también llamada centimetro cubico y mililitro.
Con papel milimetrado es muy facil montar una cajita de centimetro cubico,
llamada asi por sus medidas, un centimetro de larga por un centimetro de
ancha y por un centimetro de alta. Colocando esta cajita junto a la caja de litro
adivinamos facilmente que entran mil cajas, por eso se llama mililitro, porque
hacen falta mil cajitas para rellenar la caja de litro. Y también podemos
practicar una sencilla experiencia que consiste en introducir un garbanzo
dentro de esta caja, comprobando que encaja perfectamente, y seguramente
le ayudara a la mente a tener una buena referencia a la hora de recordar esta
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medida. Si le sacamos el garbanzo y la llenamos con agua destilada fresca a
cuatro grados de temperatura, podemos hacer otra sencilla experiencia que
consiste en vaciarla en la palma de la mano jpara notar el frescor de un gramo
de agua!

3. Ahora continuamos con dos pruebas pasadas por agua:

e ;Flotard o se hundir4? La experiencia consiste en sopesar un paquete de
500 hojas DIN A4, y emitir un juicio de si flotara o se hundira, segun la
sensacion que nos dé al tacto. Después hay que comprobar lo que ocurre
realmente echando el paquete plastificado, para que no se estropeen las
hojas, en un recipiente con agua. Una buena explotacion didactica de esta
situacion consiste en hacer calculos con los datos que hay en el letrero del
paquete de hojas buscando una explicacién de lo observado en funcion de la
comparacion de las densidades del agua y el papel.

e Numeros bajo la lluvia. Esta experiencia es mejor hacerla si realmente esta
lloviendo. Supongamos que llueve aproximadamente con una intensidad entre
fuerte y moderada. Si mostramos un bote sin tapadera de unos diez
centimetros de alto y preguntamos ¢ cuanto tiempo tardara mas o menos en
llenarse si lo ponemos bajo la lluvia?, las respuestas por tanteo suelen ser
generalmente: cinco minutos, un minuto, diez minutos, media hora, dos
minutos... Nos espera una gran sorpresa cuando pongamos el bote bajo la
lluvia y comprobemos que no se llena tan rapido como esperabamos. Ahi es
donde empieza la situacion a ponerse interesante, es justo el momento
adecuado para buscar explicaciones matematicas al “extraino fenémeno del
bote que no se quiere llenar tan rapido como suponiamos”, es el momento
idéneo para “escurrirle numeros al agua”.

Numeros: “El uno, el todo y la parte”

El uno, la primera piedra de este edificio, el
rey de los numeros, parece la foto del dedo indice,
que ha levantado un nifio para decir que tiene un
anito. Los dedos de las manos son la herramienta
mas cercana que tenemos para calcular. Las
experiencias de manipular objetos de nuestro
entorno, botellas y vasos con agua, platos con
almendras..., nos van a permitir juntar, separar,
repetir y repartir numeros. Doblando una simple
hoja de papel estamos tocando el todo y la parte de
los numeros fraccionarios. Dichas experiencias
estan situadas en los primeros peldafios de una
escalera que sigue con la representacion en
dibujos, esquemas y modelos, y con el paso de los
anos llega al rellano de la abstraccion de los
numeros.
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1.Pensando el uno en la vida. La leccion de los numeros podria empezar
pensando el uno en la vida y diciendo o cantando: un nifio, una nifa, un sol,
una luna, una alfombra, un caramelo, un gato, un pajaro, una paloma de la
paz, una sonrisa, un recreo, un bocadillo, un vaso de agua, un lapiz, un libro,
una cancion, un suefo...

2.Asociamos los numeros a las cosas del entorno. El nacimiento de los
numeros en la mente de un aprendiz esta ligado a su mundo: 1 nariz, 2 ojos, 2
manos, 5 dedos en cada mano, 4 personas de familia, 4 patas de la mesa, 6
sillas, 7 flores en la maceta, 3 tazos... Pensar en “unos compactos”,
irrompibles, como una bicicleta o una persona, y “unos fragiles”, que se
pueden fraccionar como un queso 0 una naranja, ayuda a reforzar el cimiento
del edificio de los numeros.

3.Practicar “el sano deporte del calculo mental”. ElI tanteo es una
herramienta muy poderosa que tiene la mente para decir “este resultado no
puede ser, es un verdadero disparate”, o bien “estoy de acuerdo, pues mas o
menos debe dar eso”. Pienso que es muy conveniente utilizar la calculadora en
combinacién con el calculo mental.

4. Expresion pléastica del numero 111. El “1” verdadero y el “1” mas mentiroso
cuanto mas a la izquierda esta situado. Podemos utilizar diversos materiales:
cromos, canutillos de refrescos, almendras... Si hacemos la experiencia con
almendras, debemos preparar once platos pequefios con diez almendras en
cada uno y dejaremos una almendra suelta. Colocaremos esta almendra que
se corresponde con el 1 verdadero, a su izquierda un plato con diez
almendras, que se corresponde con un 1 que ya nos engafia porque no es una
almendra sino un plato con diez almendras, y mas a la izquierda un cubo lleno
con diez platos de diez almendras en cada uno, que se corresponde con otro 1
qgue nos miente 100 veces... Esta experiencia ayuda a ver muy claro desde el
principio el valor posicional de los numeros en base diez.

5.Hacemos “sumas” y “restas”, con las manos, tocando almendras sueltas
(unidades) y platos con almendras (decenas), sobre plantilla de cartulina.
“...Ninguna instruccién sobre las reglas de aritmética puede ser realmente
valiosa a menos que se haya revelado el proceso a los estudiantes a través de
numerosos ejemplos concretos” (pag. 222 de Didactica de Matematicas de A.
Orton). Si juntamos por ejemplo 28 almendras (2 platos a la izquierda y 3
almendras sueltas a la derecha), con 15 almendras (1 plato y 5 almendras
sueltas), todo esto colocado sobre dos filas en la plantilla de cartulina, vemos
claramente que al juntar las almendras sueltas de la derecha, 8 y 5 llenan 1
plato y sobran 3 almendras, y que ese plato lo juntamos con los otros 3 vy
tenemos 4 platos llenos. Asi podemos entender el verdadero significado del
algoritmo: “8 y 5 son 13, anoto 3 y me llevo 1 (un plato lleno con una decena)’,
que lo junto con los otros 3 platos. Ahora vamos a usar este modelo para la
resta. Para quitar por ejemplo 4 almendras sobre un total de 23 almendras, lo
podemos hacer mentalmente para empezar y ya sabemos que son 19. Si lo
queremos calcular con el modelo, tenemos que replegar la cartulina a una sola
fila y asi tomamos conciencia del significado de una resta, que es la existencia
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de una sola cantidad, de la que tenemos que quitar algo. Al intentar quitar 4
almendras sufrimos la sensacion de que no podemos hacerlo, como mucho
podemos quitar 3 almendras. Y vemos claro que una posibilidad es vaciar un
plato, asi ya tenemos 13 almendras en la parte derecha de la plantilla, de
donde podemos coger tranquilamente 4 y nos quedan 9. A la izquierda de la
plantilla nos queda un plato, por tanto nos quedan 19 almendras. Acabamos de
conectar con el significado del algoritmo.

6.Rellenamos con almendras las tablas de multiplicar. La esencia de las
veces de las cosas. Un modelo de tabla de cartulina de 10 por 10 cuadriculas
(de 2,5 cm por 2,5 cm cada cuadricula), nos sirve para construir todas las
tablas de multiplicar rellenandolas por ejemplo con almendras o bien con
piedrecitas, y asi entrar en el significado de una multiplicacién, descubriendo
que la esencia esta en ir completando filas.

7.Hacemos divisiones con las manos, repartiendo platos de almendras. Si
repartimos por ejemplo 57 almendras (5 platos de 10 almendras y 7 almendras
sueltas) entre dos personas podemos ver claramente que le tocan en principio
2 platos a cada una. Pero es ahora cuando surge el problema puesto que
queda un solo plato. Se resuelve vaciando el plato, y asi conseguimos tener 17
almendras, que repartimos entre las dos personas tocando a 8 almendras para
cada una, y hasta se ve que queda 1 almendra de resto.

8.Fracciones pasadas por agua. La suma de un medio y un cuarto de litro.
La experiencia consiste en llenar un vaso grande de “medio litro”, y un vaso
pequeno de “cuarto litro”. Si planteamos sumar ambas cantidades, lo primero
que podemos hacer es utilizar un mismo tamafo de vaso, lo mas comodo es
vaciar el vaso grande en dos pequefios, asi conseguimos tener una sencilla
suma de 2 vasos y 1 vaso, que son 3 vasos pequefos. Una vez que hemos
sumado la fraccién pasada por agua, la podemos hacer doblando papel, la
hoja representa el litro, la media hoja el vaso de medio litro y la cuarta parte de
la hoja es el vaso pequefo de cuarto de litro. El aprendiz ya se encuentra
preparado para hacer esta suma con papel y lapiz, reduciendo a comun
denominador, y controlando en cada paso el algoritmo, “aprendiendo
matematicas de las manos a la cabeza” pasando por el papel y el lapiz.

9.La potencia de un saco de trigo o “coOmo entender intuitivamente que
cualquier numero elevado a cero es uno”. Imaginemos un agricultor que
tiene un saco de trigo cuyo rendimiento es de 3 sacos. Si lo siembra cuando
haya pasado 1 afio recoge 3 sacos (3*1 afio = 3 sacos), si vuelve a sembrar
cada uno de esos 3 sacos consigue 9 sacos al cabo del segundo afio (32
afios = 9 sacos), y asi sucesivamente en el tiempo adelante. ;Y ahora mismo,
en el “afo cero”, ahora que todavia no ha sembrado el saco porque no ha
pasado el tiempo, cuantos sacos tiene? Evidentemente la intuicion nos dice
que tiene el saco (320 anos = 1 saco). Y para verlo mas claro en el transcurso
del tiempo, nos podemos preguntar cuanto trigo sembraria el afio anterior, y
llegamos a la conclusion facil de saber que tuvo que sembrar la tercera parte
del saco (3”-1 ano = 1/3 sacos). Y dos afios atras en el tiempo se ve muy claro
que tuvo que sembrar la tercera parte de la tercera parte del saco (3”-2 afos =
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1/9 sacos) Y asi sucesivamente en el tiempo atras. El modelo del saco sirve
para ver claro eso de que cualquier numero elevado a cero es uno, por lo
menos cuando la base de la potencia es positiva.

10. Resolver problemas tomados de la vida real, sacados de su casa,
de su escuela, de su entorno y de la vida. Los numeros estan en todas
partes, en los bosques, en el campo, en la huerta y en la ciudad, en lo natural y
en lo inventado, en las plantas y en los animales, en las nubes, en los
torrentes, en los rios, en los lagos y en el mar, en el sol y en la sombra, en los
alimentos y en los excrementos, en los jardines y en los basureros, en la lluvia
y en el viento, en la tierra, en el fuego, en el agua y en el aire... Los numeros
corren al ritmo de las cosas que se mueven, con las bicicletas, los coches, los
trenes y los camiones, nadan con los peces, navegan con los barcos, vuelan
con los aviones, los cohetes y los pajaros... Los numeros estan en el cuerpo,
nos salen del corazén a un ritmo medio de 60 a 80 pulsaciones por minuto, los
notamos en la presion arterial del torrente sanguineo, y estan en el aire que
respiramos... Con la cantidad de numeros que nos ofrece la vida no tiene
mucho sentido abusar de las cuentas con numeros sin acompanante,
solitarios, con numeros huérfanos sin apellidos de cosas, con numeros
carentes de significado. Hacer numeros en el vacio, hacer operaciones
amasando numeros mecanicamente no tiene mucha gracia por no decir
ninguna, a no ser que estemos haciendo un entrenamiento para aprender la
mecanica de las operaciones, pero de ninguna manera antes de haber digerido
muy bien el significado de cada una de ellas: la suma, la resta, la
multiplicacion, la division... Sumar, restar, multiplicar y dividir caramelos para
endulzar el aprendizaje, calcular nuestros espacios tanteando y midiendo la
clase y el patio de recreo para saber donde nos movemos, hacer numeros a
nuestros movimientos para tomar el pulso a nuestro ritmo de vida, escurrirle
numeros al agua para saber los litros que caen por metro cuadrado en cada
lluvia, medirnos la sombra cuando salimos a tomar el sol para descubrir la
proporcionalidad geométrica... es escurrirle numeros a la vida.

11. Saboreamos un “postre de frutos secos”. Llegar un dia a clase con
un monton de 6 nueces, 9 cacahuetes y 12 pistachos, por ejemplo, e invitar a
los estudiantes a repartirlos en el mayor niumero de postres posible, sin que
quede nada sin repartir, que los postres sean iguales entre si, y sin poder partir
ningun fruto, es una experiencia bastante interesante. No siempre sale bien a
la primera, y eso es lo bueno porque estimula el pensamiento. Cuando
conseguimos por fin el reparto equilibrado, en este caso concreto con 3
postres de 2 nueces, 3 cacahuetes y 4 pistachos en cada uno de ellos, es el
momento de hacer la descomposicion factorial de cada una de las tres
cantidades de frutos que habia en el monton inicial, y descubrir el maximo
comun divisor, en esta situacion. Después nos comemos los frutos para
terminar con buen sabor de boca. Y también nos podemos beber unos
decilitros de zumo para seguir aprendiendo de forma agradable las medidas en
una situacion real. jBuen provecho!
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Formas: “El paisaje de las formas” y “Lo redondo y el pi”

La observacion de las formas en el entorno
cercano, en el mundo y en la vida nos abre las
puertas de la Geometria. Recortar triangulos,
= rectangulos y circulos, trocearlos y recomponerlos

de diferentes maneras a modo de rompecabezas,
ayuda a entender la esencia de las formas en dos
dimensiones. Construir, rellenar y comparar
cuerpos geomeétricos de tres dimensiones son
experiencias basicas para aprender Geometria de
una forma natural y atractiva.

1. El arbol de la esencia de las formas: rama plana y rama voluminosa. El
arbol de la esencia de las formas hunde sus raices en lo natural y en lo
inventado, transformando la savia bruta de las formas en savia elaborada de
formas geométricas. Podemos dibujar nuestro arbol para decorar la clase.

2. El “rectangulo humano” de 6 personas. Analisis de posibles expresiones:

o 3filas por 2 personas.
e 2 filas por 3 personas.
e 3 personas por 2 personas.

La experiencia consiste en observar un rectangulo humano desde tres puntos
de vista estratégicos. Hay dos puntos de vista que no ofrecen ninguna
dificultad, los que estan frente a un lado o frente al otro; estos puntos de vista
ven filas. Pero el punto de vista que observa el rectangulo desde una esquina
es mas dificil, pues ve dos personas si la vista se le va por un lado y tres
personas si se le va por el otro. Esta experiencia nos permite descubrir
intuitivamente que la esencia del calculo de superficie esta en las filas.

3. Jugando con las formas. Combinamos las piezas para hacer una figura
global prevista, y después la deshacemos para crear nosotros otras diferentes.
Con unas piezas de cartulina, madera o cualquier otro material, como por
ejemplo, las que se muestran en la siguiente figura, podemos combinarlas de
diferentes maneras sobre una plantilla base hasta conseguir encajarlas en ese
contorno, a modo de puzzle con varias soluciones. Y también podemos quitar
la plantilla para construir otras composiciones, mas por libre. En cualquier caso
se puede establecer algun tipo de criterio como que se toquen las piezas al
menos en un punto, o que se toquen en un lado... o bien intentar conseguir un
perimetro minimo o maximo... Jugando con las formas se fomenta la
creatividad, aprendemos geometria y disfrutamos de la belleza geométrica.
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4. La esencia del célculo de la superficie: el &omo de la superficie y la fila
de la orilla. Construimos un modelo de cartulina: la calculadora de superficie.
Un sencillo modelo de cartulina ayuda al aprendiz a descubrir la férmula del
célculo de la superficie del rectangulo. Recortar y tocar un cuadrado, por
ejemplo de un centimetro de lado, te hace tomar conciencia del “uno” de la
superficie, en ese caso particular. Al desplazarlo a lo largo de una fila
descubres la superficie de la orilla, a lo largo del rectangulo. Y al desplazar la
fila de la orilla a lo ancho de ese rectangulo, estas descubriendo toda la
superficie del rectangulo, segun el numero de veces que se repite la fila.
Acabas de entrar en el auténtico significado de la férmula del area del
rectangulo.

5. La esencia del calculo del volumen: el aomo del volumen, la fila
voluminosa de la orilla y la capa de abajo. La experiencia consiste en
modelar dados de plastilina de un centimetro cubico, entre las yemas de
nuestros dedos para construir en grupo un cuerpo geométrico estratificado en
capas. Como en la experiencia anterior, se trata de poner a los aprendices en
situacion para que descubran la esencia del calculo del volumen al construir su
“‘pequeno edificio del volumen”, poniendo una primera piedra que es el “atomo
del volumen”, y continuando su construccion a lo largo de la fila voluminosa de
la orilla, la capa o piso de abajo y el resto de las capas.

6. Formamos un redondel humano con triAngulos de colores. Esta
experiencia tiene una connotacion intercultural. Primero preparamos unas
piezas de cartulina, que podemos considerar triangulos curvos, con dos lados
rectos mas largos, y un lado curvo mas corto. Una manera sencilla de
prepararlo es juntando un cuadro con cuatro cartulinas de diferentes colores, y
trazando un gran redondel desde donde se unen los cuatro vértices de las
cartulinas. Si dividimos la circunferencia en veinte partes, conseguiremos
veinte piezas de cuatro colores diferentes. Una propuesta interesante es que
cada miembro del grupo lleve una pieza en la mano, y todos se vayan
acercando cada vez mas hasta formar un circulo de colores. Y ahora es el
momento preciso en el que podria sonar una musica ambiental agradable que
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invitara a darse un gran abrazo colectivo alrededor del circulo. Es una muy
buena ocasion para conectar las Matematicas con la Educaciéon en Valores. Y
podemos seguir jugando con las formas transformando este circulo en dos filas
iguales de tridngulos, una frente a otra, que parecen “la dentadura abierta de
un cocodrilo”. Y si le cerramos la dentadura al cocodrilo estamos descubriendo
la férmula de la superficie del circulo a partir de la del rectangulo.

7. Si no te acuerdas de la superficie del circulo “no te preocupes, sé feliz".
De entrada no parece nada pedagdgico este consejo. La siguiente experiencia
quiere demostrar su valor didactico. En realidad, si un alumno ha aprendido la
superficie del circulo solamente de memoria si deberia estar preocupado y
muy preocupado. Pero la siguiente experiencia es una alternativa para
descubrir la superficie del circulo, y asi poder recordarla con memoria
inteligente. Se propone empezar la experiencia con un cuento: “Habia una vez
un carpintero, hace mucho tiempo, que hacia mesas de tablero rectangular.
Para calcular lo que tenia que cobrar por el tablero multiplicaba el largo por el
ancho. Hasta que un dia llegé un caprichoso y le encargd una mesa redonda.
A la hora de cobrar multiplico el largo (di@metro) por el ancho (diametro) y...
ise habia pasado por las cuatro esquinas! Tuvo que ingeniarse otra manera de
hacer los céalculos, estaba harto de pasarse y acabé multiplicando el radio por
el radio, obteniendo la tabla cuadrada del radio. Y, por tanteo, a ojo de buen
carpintero, pensé que era justo cobrar tres tablas cuadradas del radio”. Pero
para afinar el tanteo del carpintero, nosotros podemos utilizar una sencilla
balanza, poner en un platillo un redondel de cartulina que representa el tablero
redondo, y en el otro platillo vamos echando las “tablas del radio”, del mismo
gramaje de cartulina. Como no se equilibra con las tres tablas, cortamos la
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cuarta tabla de cartulina en diez trozos, y probamos a echar uno de los trozos,
y casi se equilibra; ya vamos por 3,1 tablas. Volvemos a cortar uno de los diez
trozos en otras diez partes, echamos cuatro de éstas en el platillo, y se
produce el equilibrio. jAcabamos de sacar dos decimales al numero pi! Si un
aprendiz ha participado en el cuento del carpintero y ha pesado el numero pi,
jamas de los jamases se debera preocupar si no se acuerda de la superficie
del circulo porque siempre la podra recordar con memoria inteligente. Una
buena musica para ambientar esta reflexion pedagdgia es “Don’t worry, by

happy”.

8. Hacemos prismas, pirdmides, cilindros y conos de cartulina. Los forramos
con papel milimetrado para descubrir las formulas de sus areas, observando
su descomposicion plana. En el prisma vemos las dos bases y tantos
rectangulos laterales como lados tiene cada una de sus bases. En la piramide
vemos su base y los triangulos de sus caras laterales. En el cilindro vemos dos
circulos iguales y un rectangulo cuyas dos medidas para el calculo del area
son la longitud de la circunferencia de la base y la altura del cilindro. En el
cono vemos el circulo de su base y otra pieza que podemos considerar un
triangulo de lado curvo de longitud la de la circunferencia de la base, y altura la
generatriz del cono. Y los rellenamos de arroz o de garbanzos por ejemplo,
para experimentar con sus volumenes. Si comparamos un prisma y una
piramide, o bien un cilindro y un cono, que tengan la misma base y la misma
altura, podemos comprobar experimentalmente que necesitamos el volumen
de tres piramides para rellenar un prisma, o bien tres conos para rellenar un
cilindro. Lo bueno de esta experiencia es que suele sorprender al aprendiz
puesto que al ver la piramide junto al prisma, o bien el cono junto al cilindro,
piensa por tanteo “a ojo de buen cubero” que hacen falta s6lo dos piramides
para llenar el prisma, o bien dos conos para llenar el cilindro. Esta experiencia
le sirve de base para recordar en el futuro con memoria inteligente que todas
las férmulas de los volumenes de los cuerpos geométricos “que empiezan en
algo” y “terminan en punta, en un punto, en nada”, se dividen entre tres.

9. Construimos un enjambre de conos y experimentamos con una naranja.
La unién de muchos conos pequefios de cartulina, mejor si es de color naranja
(de una altura de unos 4 o 5 centimetros), desde la base al vértice, por la
generatriz, utilizando clips para enlazar, tiende a formar una esfera del tamafo
de una naranja aproximadamente. Con la imaginacion podemos intuir que la
esfera esta formada por muchisimos conos. Si ahora le damos un corte a una
naranja de verdad, del mismo calibre que el modelo de cartulina, y con un
circulo de papel a la medida del corte intentamos envolverla, podemos calcular
por tanteo “a ojo de buen cubero” que necesitamos unos cuatro papeles del
corte para conseguirlo. El recuerdo de esta experiencia intuitiva nos va a
ayudar a recordar visualmente la superficie de la esfera, como cuatro veces la
superficie del “circulo del corte de la naranja”. Para saber el volumen de
nuestra esfera podemos imaginar la desintegracién de los conos de cartulina
colocados verticalmente sobre un circulo del tamafio de la corteza, equivalente
a cuatro circulos del corte; y puestos a imaginar cambiamos todos esos conos
por un gran cono como “un sombrero de chino”. A través de esta imagen visual
vemos claramente que para calcular el volumen basta con multiplicar el
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“circulo de la corteza de naranja” por el radio y dividirlo entre tres para obtener
el volumen del gran cono equivalente a la esfera. Con estas experiencias
podemos recordar facilmente la formula del volumen de la esfera como 41r%r/3,
que es como “una radiografia” de 41r’/3.
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Equacdo: nocdo matematica ou paramatematica?
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Resumen

O presente trabalho tem por objetivo investigar se a nogdo de equacdo é concebida na
literatura como uma nogdo matematica ou como uma nogdo paramatematica, segundo as
idéias da Transposicdo Didatica de Chevallard (1991). A partir da literatura analisada
verificou-se que ndo ha consenso entre os autores escolhidos quanto a apresentacao ou nao
de “definicdo” para a nocao de equacdo. Pode-se concluir ainda que equacéo é concebida
como uma nocao paramatematica. Como reflexao final € deixada a seguinte questdo: Como
abordar equacéo e seus diversos significados no processo de ensino e aprendizagem da
Matematica?

Abstract

The aim of this paper is to investigate whether the notion of equation is conceived in the
literature as a mathematic notion or as a paramathemathic notion, following to the ideas of
Chevallard’s Didactic Transposition (1991). From the analyzed literature, it was verified that
there is not an agreement among the chosen authors about the presentation of a "definition"
for the notion of equation. It was also possible conclude that equation is considered as a
paramathemathic notion. As a final reflection, the following question is raised: How can we
approach equation and its different meanings in the teaching and learning of Mathematics?

Introducéao

Esse trabalho originou-se das andlises dos resultados de pesquisas como
Kieran (1992), que levanta o fato de se trabalhar em demasia com o aspecto
processual da Algebra; as situacdes como as vividas por Cotret (1997) em sua
pesquisa sobre as dificuldades que surgem quando do equacionamento de
problemas escritos; Ribeiro (2001) que identificou um resultado pouco expressivo
quando alunos de 13-14 anos trabalharam com questées envolvendo equacgdes e
em Dreyfus & Hoch (2004) que discutem a dificuldade que alunos de 14-17 anos tém
para reconhecer e tratar as estruturas internas das equacgoes.

Kieran (1992) destaca a necessidade de nao se permitir que os alunos passem
muito tempo entendendo e concebendo as expressdes algébricas e equacdes como
sendo um amontoado de letras e simbolos sobre 0s quais se opera somente com
nameros. A autora levanta a questdo da importancia de propiciarmos aos alunos,
situagbes em que eles percebam a possibilidade de entender essas entidades —
expressdes algébricas e equacbes — como objetos sobre os quais recaem
propriedades e se podem efetuar diversas outras operacdes, além de somar,
subtrair, dividir ou multiplicar.
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Cotret (1997) em sua pesquisa sobre os problemas e dificuldades que surgem
no equacionamento de problemas escritos, discute a pertinéncia e adequacao das
equacdes que sdo usadas para modelar problemas intra e extra Matematica. Ela
reconhece que muitas vezes ndo sabemos justificar a escolha de um determinado
modelo de equacao para representar um certo problema, a ndo ser pela resolucéo e
pela busca da resposta do problema. Apresenta ainda uma reflexdo muito pertinente
ao meu trabalho, uma vez que apresenta uma discussdo sobre o fato de se
considerar — ou nao — a resolucédo de equacdes como sendo um saber matematico e
gue, em se considerando assim, se é importante entdo que se observe isso — a
resolucdo de equacdes — do ponto de vista do processo de modelizacdo (ou
modelagem).

Ribeiro (2001), ao analisar o desempenho de estudantes de faixa etaria entre
13-14 anos de escolas publicas brasileiras, em relacdo as questdes de Algebra
elementar, observa que varios desses alunos obtiveram um resultado insatisfatorio
quando estavam trabalhando com questdes envolvendo equacbes, tanto em
situacBes contextualizadas, ou seja, aquelas que envolvem o0 equacionamento de
problemas verbais, como em situacées nao-contextualizadas, nas quais as
equacbes sdo dadas e 0 que se exige basicamente sdo procedimentos de
resolucao.

Outra pesquisa interessante, que faz parte do presente cenario, é a de Dreyfus
& Hoch (2004), que discutem uma abordagem estrutural para as equacdes. No
trabalho desenvolvido com alunos de idade equivalente aos alunos do nosso ensino
médio, 0s autores solicitaram que os alunos falassem o0 que pensavam sobre
equacgao. Dentre os resultados dessa pesquisa, 0 que mais nos interessou foi a
constatacéo dos autores sobre a pouca capacidade daqueles alunos em reconhecer
a estrutura interna de uma equacdo, caracterizando a idéia de equacdo, na maioria
das vezes, como um processo de resolucdo, i.e., relacionando equacdo com o
processo de sua resolucao.

Aliando os resultados das pesquisas apresentadas as investigagdes feitas com
professores em formacdo continuada e alunos de Licenciatura em Matematica,
acerca de suas idéias sobre a nocao de equacéo, foi possivel perceber muitas vezes
que, excetuando-se a énfase dada na busca da solucdo da equagéo, ou seja, na
aplicacdo de métodos e técnicas para a sua resolucao, pouco se discutia sobre o
que eles pensavam a respeito da nocdo de equacao.

Nesse sentido comecei a me questionar sobre o porqué de uma nocao
aparentemente simples, como a no¢ao de equacéao, gerar tantas davidas quando se
levantavam questdes sobre o que se entende, de um ponto de vista conceitual, por
equacao. Assim, esse trabalho tem por objetivo: Investigar se a idéia de equacéo €
apresentada na literatura como uma no¢cdo matematica ou como uma noc¢ao
paramatematica. Esse objetivo parece conduzir & seguinte questdo de pesquisa: E
possivel considerar equagdo como uma no¢cdo matematica? Baseando-se nas
leituras de pesquisas apresentadas no cenario da Educacdo Matematica mundial, no
que se refere ao ensino e aprendizagem da Algebra; em minha experiéncia como
professor-pesquisador e no objetivo declarado para este trabalho, apresento um
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estudo de cunho tedrico desenvolvido acerca da nocdo de equacdo na literatura
especializada sobre o assunto.

Aspectos teorico-metodologicos

Levando-se em conta a natureza tedrica do presente trabalho, iniciei minha
investigacdo com um levantamento bibliografico no qual selecionei algumas
pesquisas nacionais e internacionais na area da Educacdo Matematica, como as
apresentadas anteriormente, pesquisas essas que apontaram para a necessidade
de uma investigacdo bibliografica que pudesse elucidar as indaga¢c6es que foram
surgindo, as quais ja foram apresentadas na sec¢ao anterior.

Nesse sentido, prossegui minhas investigacbes com um levantamento e um
estudo feito em obras de diferentes naturezas, como: livros de fundamentos da
Matematica, dicionarios matematicos e livros didaticos, sempre buscando
compreender como sdo apresentadas as “idéias” relacionadas com o termo
equacdao, nao perdendo de vista a questdo norteadora deste trabalho.

As “idéias” que encontrei nas obras investigadas, as quais apresentarei em
seguida, sao analisadas considerando o trabalho de Chevallard (1991) — Sobre a
nocdo de Transposicdo Didatica — trabalho esse que me forneceu elementos
tedricos no sentido de buscar uma resposta para a questao de pesquisa anunciada
para o presente trabalho.

As discussbes propostas por Chevallard (1991), trazem a tona questdes
referentes aos objetos do saber e outros objetos, principalmente os objetos a
ensinar. Chevallard destaca que um “objeto do saber” somente passa a existir como
tal, no campo da consciéncia dos agentes do sistema de ensino, se a sua insergéo
no sistema dos “objetos a ensinar” parece Util a economia do sistema didatico”.
(Chevallard, 1991, p. 49)

Porém, isso ndo quer dizer que um objeto do saber seja somente identificado e
designado como objeto a ensinar, a partir do momento em que a transposicao
didatica esteja potencialmente concluida, pois, na verdade, essa continua mesmo
depois da introducéo didatica do objeto do saber.

Mas, de fato, o que é um objeto do saber? Para o professor de matematica, por
exemplo, é necessario que se coloque nessa categoria certamente as noc¢fes
matematicas, como a adicdo, o circulo, a derivacdo, as equacOes diferenciais
lineares de primeira ordem com coeficientes constantes, dentre outros, lembrando-
se que esses exemplos fazem sentido numa mesma comunidade de professores de
matematica.

Contudo, ao lado das no¢des mateméticas, colocam-se as que Chevallard

chama de no¢Ges paramatematicas, como, por exemplo, a no¢cao de parametro, a
nocao de equacdo, a nocdo de demonstracdo. Essas nocbes sdo Uteis para a
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atividade matematica, mas nao sdo normalmente objetos de estudo para o
matematico.

E importante, que fiqgue bem entendido, que ndo ha uma divisdo absoluta entre
os dois dominios: a nocao de equacéo e a no¢cdo de demonstracdo sdo hoje objetos
matematicos em ldgica matematica, por exemplo, e essa distincdo entdo deve
sempre se referir a uma pratica de ensino precisa (nivel do curso, lugar, tempo, setor
da matematica, etc.).

Em geral, as no¢cbes matematicas sdo construidas e sua construgdo pode
tomar a forma de uma definicdo ou de uma construcao propriamente dita, seguida
de uma demonstracdo. Além dessa constru¢cdo — que € muitas vezes uma definicao
— as nocdes matematicas tém propriedades e tém também aplicacdes intra e extra
matematica.

A propgsito, Chevallard chama a atencéo para:

(...) dos objetos do saber que sdo as no¢Bes matematicas, o
professor espera que o aluno saiba (eventualmente):

- dar a definicdo (ou retragar a construcao);

- dar as propriedades (“principais”), as demonstrar;

- reconhecer um certo nimero de ocasifes de emprego;

- etc. (CHEVALLARD, 1991, p. 51)

Ele afirma ainda que somente o0s objetos do saber podem vir a se tornar
objetos de ensino, e que as noc¢des paramatematicas ndo se tornam objetos de
ensino, porém, sdo necessarias no processo de ensino e aprendizagem dos objetos
matematicos propriamente ditos, funcionando como objetos de saber auxiliares. Ele
diz. “Eles devem ser ‘aprendidos’ (ou ainda:'’conhecidos’), mas eles ndo sao
‘'ensinados’ (segundo o plano de ensino das noc¢des matematicas). (Chevallard,
1991, p. 51)

Outro ponto importante que Chevallard toca faz referéncia ao fato de que,
normalmente, somente as no¢gdes matematicas sao objetos de uma avaliacdo direta
por parte do professor. Vejamos na citagcdo abaixo, exemplos dessa afirmacao:

O professor solicitara, por exemplo, ao aluno para “resolver a
equacdo: x> — 8x + 9 =0". As nocbes paramatematicas s&o
normativamente excluidas de uma avaliacdo direta. O aluno
gue ndo consegue responder a questdo: “Resolver e discutir a
equacdo x? - Ax + (A + 1) = 0”, o professor podera concluir que
o aluno “ndo compreendeu a nocdo de parametro”. Em um
outro nivel, ele dira, por exemplo, que o aluno “nao
compreendeu a nocdo de demonstracdo”. O professor de
matematica que, numa festa mundana, encontra um convidado
que |he declara: “Ah, vocé é professor de matematica! Eu, eu
nunca compreendi porque ax® + bx + ¢ = 0", podera concluir
gue este Ultimo “ndo compreendeu a nog¢do de equacgao”.
(Chevallard, 1991, p. 51)
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Além das nocdes matematicas e das nocdes paramatematicas existe uma
camada mais profunda de nocbes, as quais sdao mobilizaveis implicitamente pelo
contrato didatico (Brousseau, 1986), que Chevallard chamou de nocgles
protomatematicas, como, por exemplo, a nocao de padréo.

Por fim, as no¢cdes mateméticas, as nocbes paramatematicas e as nocdes
protomatematicas constituem camadas cada vez mais profundas e complexas no
funcionamento didatico do saber. Faz-se necesséaria uma profunda analise didatica
que leve em conta as diferencas de natureza cognitiva existentes entre essas
nocgoes:

(...) € assim que a andlise da transposicéo didatica de tal nogao
matemaética (por exemplo, a identidade a? — b® = (a+b) (a-b))
supde a consideracdo de noc¢Bes paramatematicas (por
exemplo, as nocBes de fatoracdo e de simplificacdo), que por
sua vez devem ser vista a luz de certas nocdes
protomatematicas (a nocdo de “padrbes”, de “simplicidade”,
etc.). (Chevallard, 1991, p. 55)

Segundo o proprio Chevallard (1992), as primeiras analises propostas em sua
Teoria da Transposicdo Didatica — publicada em 1991, sé foram inicialmente
concebidas nos anos 80 e:

(...) limitavam-se a distinguir objetos = matematicos,
paramatematicos e protomatematicos. O alargamento do
guadro, levado a cabo por necessidades de analise, conduziu-
me a propor uma teorizacdo em que qualquer objeto pudesse
aparecer. (...) Assim se passa de uma maquina restrita para
pensar um universo didatico restrito para uma maquinaria de
mais vasto alcance, apta, em principio, a permitir-nos situar
imediatamente a didatica no seio da antropologia. (Chevallard,
1992, p. 86-87)

Com isso, é importante compreender em que sentido Chevallard caracteriza e
diferencia as nocdes matematicas e as nocdes paramatematicas. Pode-se notar
que, em algumas situacdes, € necessario que se eleve, a um certo nivel superior de
explicitacdo, certas nocdes paramatematicas, como, por exemplo, a nocdo de
equacao ou de demonstracdo, as quais podem ser objetos de definicdo precisa em
l6gica matematica. Assim, uma certa no¢do paramatematica pode se tornar, num
discurso didatico explicito, uma no¢cdo matematica.

A partir dessa discussdo — a respeito do que € nocdo matematica e nocgao
paramatematica — passo a analisar as “idéias” apresentadas na literatura consultada
acerca da nocao de equacao. Essas “idéias” serdo analisadas sob a luz da teoria da
Transposi¢éo Didatica, apresentada nesta secao.
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Analisando a literatura consultada

Dentre as leituras feitas encontrei algumas definicbes e consideragdes
apresentadas por especialistas da area de Matematica e de Educacdo Matematica
que subsidiaram o desenvolvimento desse trabalho.

Escolhi para discutir nesse artigo as “idéias” apresentadas em cinco livros
didaticos de Matematica direcionados ao ensino fundamental (11 a 14 anos):
Bourdon (1897), Giovanni e Giovanni Jr (2000), Di Piero Neto & Soares (2002),
Imenes & Lellis (2002) e Pires, Curi e Pietropaolo (2002); em um livro didatico de
Matemética direcionado ao ensino médio (14 a 17 anos): Tsipkin (1985); e em livros
didaticos direcionados ao ensino universitario: Bourbaki (1976), van der Waerden
(1991), Rogalski (2001) e Caraca (2003); e em dois dicionarios matematicos:
Warusfel (1969) e Stigakkai (1977)

Inicio a apresentacao por Marc Rogalski, matematico francés, que em sua obra
Carrefours entre ANALYSE ALGEBRE GEOMETRIE ndo vé equagdo como
propriamente um objeto da Matematica, ao contrario de uma funcdo, um tridngulo,
uma integral ou um grupo, por exemplo. Ele acredita que “o termo equacédo é
evocado quando existe a intencdo, por parte de alguém, de se resolver um
certo tipo de problema” (Rogalski, 2001, p. 18).

De um modo bastante preciso e formal, ele apresenta qual o tipo de problema
que acaba por evocar a palavra “equacao”

Seja f: E - F uma aplicacéo, e y um elemento de F. Dizemos
que queremos resolver a equacgao (ery), € notamos (ery):
f(x) =y, quando estamos a procura de um elemento x de E
cuja imagem por f € y (podemos dizer que estamos a procura
de um antecedente x de y). Dizemos que x é a incognita, e
que y € dado. Um elemento x de E que responde a questéo é
chamado de uma solugéo da equagdo. Quando o dado y esti
destinado a variar em F, satisfazemo-nos algumas vezes em
notar (e) a equacdo f(x) = y; quando ndo ha risco de
ambiguidade, satisfazemo-nos algumas vezes em notar (e)
uma tal equacdo. Uma equacdo esta assim ligada a uma
aplicacédo f e, portanto a dois conjuntos E e F: y é dado em F,
e procuramos a incognita x em E. (Rogalski, 2001, p. 18)

Segundo esse autor, com essa nocao bastante geral de equacéo, pode-se
unificar, generalizar e formalizar numerosos exemplos de equacdes discutidas e
adotadas em inumeras situagces. O principal interesse dessa nogdo é poder
englobar, sob um mesmo formalismo, equa¢cbes muito diferentes, cujas incognitas
podem ser numeros (inteiros, reais, complexos,...), ou fun¢des (continuas,
derivaveis, reais, complexas,...), ou polinbmios, ou sequéncias numéricas, até
mesmo aplicagdes ou conjuntos quaisquer.
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Bento de Jesus Caraca, professor portugués, em sua obra, Conceitos
Fundamentais da Matematica, néo traz definicdo para o termo equacao, mas define
equacao algébrica como:

Toda igualdade da forma agx” + a;x"* + ... + @pqX + ... + a, = 0 ;
n, ndmero inteiro e positivo, chama-se grau da equacéo; a
varidvel x chama-se incégnita e aos numeros ag, ai, ... , an,
coeficientes da equacéo. (Caracga, 2003, p 144)

Discuto a seguir a idéia de equacdo encontrada em André Warusfel,
matematico francés, que em seu Dictionnaire Raisonné de Mathémathiques, traz a
seguinte explicacdo quando se refere ao termo equacdo em sua obra:

Problema que consiste em procurar, dado um conjunto E, os
elementos x que satisfazem a uma relacdo R(X); x é a
incégnita, e x;, tal que R(x), € um valor aceitavel para a
incégnita se x;cE. Dessa forma, o problema é bastante amplo,
e contém os conceitos de inequagcao numérica e de pesquisa
de lugar geométrico, por exemplo. Também é reservado,
geralmente, 0 nome de equacédo ao caso particular onde E = R,
C,R" ou C", eque R(x) pode ser escrita na forma: f(x) = 0
(...) Resolver uma equacgédo é encontrar todas as raizes dela, e
se necessario determinar a ordem de cada uma. (Warusfel,
1966, p. 168)

Nihon Sigakkai, matematico japonés, o qual também nédo apresenta em sua
obra, Encyclopedic Dictionary of Mathematics, definicdo para o termo equacao, traz
a seguinte definicdo para equacéao algébrica:

Seja Fy (X1, ...y Xm)y - » Fr (X1, ... , Xm) 0S r polinbmios em m
variaveis X, ... , Xm, Sobre um corpo k. Entdo, as equacdes
F.=0, ... , F,=0, sdo chamadas equacdes algébricas em m
incégnitas

(...

Por varias razdes, é importante considerar uma equacao na
forma f(x)=0, onde f(x) = apx" + a;x"™* + ... + a,, @, # 0. Isso d& a
forma geral da equacdo algébrica com uma incégnita.
(Sugakkai, 1977, p. 38)

Acredito ser pertinente destacar aqui o fato de que Sigakkai ndo apresentar
uma definicdo para equacédo, porém, ao longo de seu dicionario apresenta definicbes
para tipos especificos de equacdo, como equacédo algébrica, equacao diferencial,
entre outras.

Apresento a seguir as idéias sobre equagdo que aparecem em livros didaticos.
A primeira obra investigada € Eléments d’Algebre, de M. Bourdon. Essa obra,
datada de 1897, traz em seu bojo uma vasta discussdo sobre equacdes, que vai

desde suas noc¢des preliminares até a teoria das equacoes.
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No capitulo sobre as nocdes preliminares de equacgdo, 0 autor apresenta a
seguinte idéia para o termo:

(...) escrevemos algebricamente as rela¢cdes que o enunciado
estabelece entre as quantidades conhecidas e as
desconhecidas. Chega-se assim a uma expressdo de duas
guantidades iguais que é chamada de equacdo”.(Bourdon,
1897, p. 45)

Ao analisar a obra Elements de Mathématique — Algébre | — de Nicolas
Bourbaki, ndo encontrei definicdo para equacdo, mas sim, para equacao linear, a
qual segue abaixo:

Seja E,F dois A-médulos (A um anel). Toda equacédo da forma
u(x) = yo, onde u: E — F é uma aplicacdo linear dada, yo um
elemento dado de F e onde a incégnita x toma seus valores em
E, chama-se equacdo linear; (...) Todo elemento x, € E tal que
U(Xp) = Yo € chamado solugcdo da equacédo linear u(x) = yo.
(Bourbaki, 1970, p. 48)

A. G. Tsipkin, em sua obra Manual de Matematicas para la enseflaza media
traz a seguinte definicdo para equacao:

Equacéo é uma igualdade que se cumpre somente para certos
valores das letras que se encontram nela. As letras que entram
numa equacédo, segundo a condicdo do problema, podem néo
ser equivalentes: umas podem adquirir todos os valores
admissiveis (sdo os chamados parametros ou coeficientes da
equacao (...)); outras, cujos valores sdo necessarios encontrar,
sdo chamadas incognitas (...). Em sua forma geral, a equacao
pode ser escrita como segue: F (X, X, ... , X;) = 0. (...) Os
valores das incégnitas que convertem a equacao em identidade
chama-se solugcdo da equacdo. Resolver uma equacao
significa achar o conjunto de suas solu¢des ou demonstrar que
as mesmas nao existem. (Tsipkin, 1985, p. 148-149).

Na obra — Algebra, vol 1 — do matematico alem&o, B L van der Waerden,
observei que no capitulo introdutério sdo apresentados conceitos que ele assume
como essenciais para o desenvolvimento das idéias da Algebra e que ser&o
discutidos ao longo de sua obra, porém, em momento algum, ele traz alguma
definicdo ou alguma idéia do que se entende por equacdo. Entretanto, o autor se
reporta ao termo equacao da seguinte forma: “a solugédo u de uma equagcéo a = b +
u, para a > b é designada por a — b”. (Waerden, 1991, p. 5)

E importante destacar que, em seu livro Algebra, vol 1, van der Waerden traz
um curso de algebra abstrata para cursos superiores e/ou cursos de pos graduacao
na area da Matemética, apresentando num capitulo introdutério conceitos que ele
assume como essenciais para o desenvolvimento das idéias da Algebra. Ele discute
e define fungéo, por exemplo, mas, ndo traz nenhuma referencia conceitual para a
idéia de equacéo.

-
U N I%NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - DICIEMBRE DE 2008 - NUMERO 16 - PAGINA 176



Equacao: nogdo matematica ou paramatematica?
Alessandro Jacques Ribeiro

Acredito ser importante ressaltar aqui uma justificativa por ter inserido nesta
pesquisa bibliografica as obras de van der Waerden e Bourbaki. Os textos desses
autores sdo normalmente considerados classicos em cursos mais avancados em
Algebra, e s&o, certamente, grandes paradigmas de rigor. Por esse motivo entéo,
achei importante investigar se eles discutem ou ndo a idéia de equacdo em suas
obras.

O livro didatico Matematica pensar e descobrir: novo — 62 série, de José Ruy
Giovanni & José Ruy Giovanni Jr. apresenta uma definicdo de equacéo na unidade
“Estudando as equacbes” trazendo, no item “Equacdo”, uma resposta para a
questdo: “O que é uma equacgao?”:

Toda sentenca matematica expressa por uma igualdade, na
gual exista uma ou mais letras que representam ndameros
desconhecidos dessa sentenca, é denominada equacao. Cada
letra que representa um numero desconhecido chama-se
incégnita. (Giovanni & Giovanni Jr 2000, p. 151)

Outro livro didatico escolhido foi Matematica em atividades, 62 série, de
Scipione de Piero Netto e Elisabeth Soares. Nesse livro a idéia de equacdo é
discutida no capitulo 3 “Equacdes, sistemas de equacdes e inequacdes”. Os autores
recorrem a idéia de “sentencas matematicas” para discutir equacdo, que aparece,
especificamente, no item “Um tipo especial de sentenca matematica: a equacao”.
Vejamos:

Uma sentenca é um conjunto de palavras que exprimem um
pensamento com sentido completo. (...) S&o sentencas
matematicas aquelas que podem ser escritas utilizando-se da
linguagem matematica. (...) Equacdo € uma sentenca
matematica aberta, expressa por uma igualdade. (Di Piero

Netto & Soares 2002, p. 86-87)

A seguir apresento a obra Matematica para todos: 62 série, 3° ciclo, de Luiz
Marcio Imenes e Marcelo Lellis. Esse livro traz a idéia de equacdo no capitulo
“Equacdes”, sendo apresentada pelos autores acompanhada da resolugdo no item
“Resolvendo equacdes™

A dlgebra nos proporciona um novo recurso para resolver
certos problemas: representamos o nimero desconhecido por
uma letra e traduzimos o enunciado do problema, obtendo uma
sentenca chamada equacdo. (...) Equacdes séo igualdades, ou
seja, nelas aparece o sinal de =. O numero desconhecido
representado pela letra € chamado incognita. Ao resolver a
equacdo, estamos procurando o numero desconhecido, ou
seja, o valor da incégnita. (Imenes e Lellis 2002, p. 230)

Na obra acima, observamos que 0s autores recorrem ao termo igualdade para
definir equacéo, porém, ndo se discute 0 que € uma igualdade, a ndo ser pela
caracteristica de uma igualdade conter o sinal de igual. Todavia, a seguir, da-se uma

nova caracteristica para equacao: procurar o numero desconhecido.
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Um outro livro didatico que apresento € o livro Educacdo Matematica: 62 série,
de Célia Carolino Pires, Edda Curi e Ruy Pietropaolo. Essa obra traz a idéia de
equacdo no modulo “Equacdes’, em uma secdo intitulada “E preciso saber”.
Vejamos:

Em Matematica, dizemos que equacao é uma sentenca aberta,
porgue nela h& valores que ndo sdo conhecidos, que expressa
uma igualdade. (...) O valor de x que transforma a sentenca
aberta em sentenca verdadeira é chamado raiz da equacao.
(Pires, Curi e Pietropaolo 2002, p. 211)

Partindo das “idéias” sobre equacdo discutidas nas obras apresentadas,
procuro desenvolver uma analise e levantar questdes para reflexdo sobre as
diferentes situagcOes encontradas na literatura consultada. Essas reflexdes e
discussbes sao conduzidas sob a luz das idéias de Chevallard. Apresento ainda
algumas conclusdes e indagagbes que gostaria de deixar para reflexdo neste
trabalho.

Inicio a discusséao levantando alguns aspectos relevantes a respeito das idéias
apresentadas por Rogalski e Warusfel. Observei que a idéia geral que ambos tém
sobre equacéo, certamente ndo considera-a como uma no¢ado matematica, deixando
claro que o termo equacédo esta ligado a um problema no qual se tem um valor
a determinar, a partir de um valor dado.

Fazendo uma andlise comparativa entre Rogalski, Warusfel, Sigakkai e
Caraca pude observar que enquanto Rogalski e Warusfel procuram tratar o termo
equacao de uma maneira mais genérica, sem defini-la e sem se referir a um tipo
especifico de equacéo; Sugakkai e Caraca particularizam a situacao e apresentam
definicdo para o termo equacéo algébrica, sem definir ou discutir uma idéia mais
global de equacéo.

Bourbaki em sua obra, apesar de ser um livro didatico e de todo o formalismo
caracteristico dessa obra, ndo apresenta definicdo para a no¢do de equacdo, mas
traz uma definicdo para equacéo linear. van der Waerden também nao faz nenhuma
referencia a definicdo de equacdo em sua obra, contudo, por exemplo, traz uma
definicdo para funcdo numa capitulo intitulado “revisédo”.

Além das justificativas apresentadas, levanto outra questao fundamental para a
discussdo que proponho no presente trabalho: Serd que os autores citados néao
apresentam definicdo para equacao justamente por essa idéia ndo ser uma
nocao mateméatica e sim uma nogao paramatematica?

Bourdon em seu Eléments d Algébre, logo no capitulo sobre as nocées
preliminares de equacdo, faz um alerta para o fato de que nem sempre se
considerar em Algebra que, os problemas cujos enunciados podem ser traduzidos
algebricamente, estéo ligados a idéia de equacao.

Ele ressalta que as situagdes em que os problemas sao colocados na forma de
equacdao dividem-se em duas partes: a primeira que se destina a escrita algébrica do
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problema, a qual podemos entender como equacionamento do problema, e a
segunda parte, onde se deduz uma série de outras equacdes, sendo que na ultima
delas encontra-se o valor da incognita. Essa segunda parte entendo como sendo o
processo de resolucdo da equacéao.

Um fato que me chamou a atencdo na obra de Bourdon é que o autor anuncia
logo no inicio do capitulo analisado que: “como as regras a serem seguidas para se
colocar um problema numa equacao S&0 um pouco vagas, comegaremos por nos
ocupar com a segunda parte, que € submissa a regras fixas e invariaveis” (Bourdon,
1897, p. 45).

Com isso, o autor discute por varias paginas as transformacdes algébricas
utilizadas para a resolucéo de equacdes, para s6 entdo retomar o que ele chama de
“primeira parte”, ou seja, partindo de problemas escritos chegarmos as equacdes.

Retomando a discusséao principal desse trabalho, verifiquei ainda que nos livros
didaticos para alunos de 12 a 16 anos, como nos de Tsipkin, de Giovanni & Giovanni
Jr, de Di Piero Neto & Soares, de Imenes & Lellis) e de Pires, Curi e Pietropaolo séo
apresentadas definicbes para a nocao de equacao.

Além disso, quero destacar o fato de que as definicbes apresentadas por
Bourdon, Tsipkin, Giovani & Giovanni Jr, Di Piero Neto & Soares, Imenes & Lellis e
Pires, Curi e Pietropaolo, embora ndo déem esse destaque, estdo definindo na
verdade equacao algébrica, pois consideram que o valor a ser encontrado — as
incégnitas — sdo nameros.

Conclusodes e consideracdes finais

E possivel constatar-se que ndo ha consenso na literatura consultada sobre a
“definicdo” de equacdo. Alids, se quer é possivel encontrar um consenso na
apresentacdo ou ndo de definicdo para essa idéia matematica. Enquanto alguns
nem definem equacéo, outros, quando o fazem, definem explicita ou implicitamente,
equacao algébrica.

Considerando-se que, das treze obras analisadas, seis delas ndo definem
equacao e as sete que o fazem, na verdade, mesmo que de forma implicita, estdo
definindo equacao algébrica, concluo que a no¢céo de equacédo € apresentada na
literatura consultada como uma nocao paramatematica.

Outro ponto que pude perceber é que, algumas das “definicdes” apresentadas
para equacdo, como em Bourdon ou em Imenes e Lellis, estdo diretamente
associadas a problemas, que a meu ver s0 vem ratificar a concepcao de
Rogalski, ou seja, relacionar a no¢do de equacao a resolucdo de problemas.

Dando énfase nessa perspectiva — relacionar a idéia de equacdo a resolucao
de problemas — corrobora-se com os resultados das pesquisas de Rojano (1985) e
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Cotret (1997), as quais discutem a importancia de se trabalhar com problemas,
guando se esta discutindo Algebra, e nesse caso em patrticular, as equacoes.

Num outro sentido, gostaria de destacar também o fato de que algumas das
“definicbes” apresentadas para equacdo, e que na verdade estéo ligadas a equacéo
algébrica, podem gerar obstaculos didaticos posteriormente quando do estudo de
equacbes onde o valor a determinar ndo for numeros, como nhas equacles
diferenciais ou equacdes trigopnométricas, por exemplo.

Ainda assim, gostaria de ratificar a conclusdo apresentada nessa pesquisa,
corroborando as idéias de Chevallard, no sentido de ndo se definir equacéo,
considerando assim, por esse aspecto, que a no¢cdo de equacdo € uma nocgao
paramatematica.

Contudo, por outro lado, levanto uma reflexdo que incorpora o seguinte desafio:
Ainda que a idéia de equacdo ndo seja uma nocao matematica, ndo podendo
assim tomar lugar junto aos objetos de ensino, devemos discutir sim, essa
idéia, no processo de ensino e aprendizagem da Matematica.

Todas as reflexdes e consideracdes apresentadas até aqui me parecem ser um
ponto de partida para uma discussdao mais profunda e consistente no que diz
respeito a busca de significado para a nogdo de equagao.

Sendo assim, apresento mais uma reflexdo que penso ser importante para
todos aqueles que, de alguma forma, estdo envolvidos com aulas de Matemaética:
Como podemos abordar e discutir diferentes tipos de equacao no processo de
ensino e aprendizagem da Matematica?*

Apesar da reflexdo acima poder ser mais amplamente contemplada na referida
tese (Ribeiro, 2007), trago a seguir algumas consideracfes que l4 se encontram,
consideracfes estas que tém o objetivo de apresentar neste trabalho algumas
indicagBes principalmente para os professores de Matematica.

Apos ter sido desenvolvido um estudo de carater teérico, o qual considerou
aspectos epistemoldgicos e didatico-matematicos sobre as equacdes, concebi em
minha tese de doutoramento diferentes significados para equacdo, que optei por
chamar de multisignificados de equacdo. Esses diferentes significados parecem
ganhar relevancia no ambito do ensino e da aprendizagem da Matematica, se
considerarmos a importancia de se trabalhar com diferentes registros de
representacao semiotica (Duval, 1993).

Os multisignificados de equacdo, a saber: intuitivo-pragmatico, dedutivo-
geométrico, estrutural-generalista, estrutural-conjuntista, processual-tecnicista e
axiomatico-postulacional;  procuram  contemplar  diferentes registros  de
representacdo. Assim, o trabalho com estes significados em sala de aula pode

! Consideracdes acerca de respostas e aprofundamento em relacdo a esta reflexdo, podem ser
encontradas na tese de doutoramento do autor (Ribeiro, 2007), disponivel em
www.pucsp.br/pos/edmat.
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oferecer a possibilidade de o aluno interpretar e tratar as equacgdes utilizando-se de
situacbes que envolvam diferentes ramos da Matematica, assim como diferentes
tipos de equacoes.
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Resumen

Neste trabalho procuramos dar uma perspectiva, ainda que superficial, sobre a evolugédo dos
curriculos de Matematica, em Portugal, desde a segunda metade do século XX na sua
relacdo com 0s contextos sociais. A nossa atencao centra-se principalmente sobre o ensino
secundério e o terceiro ciclo do ensino basico e nos temas mateméaticos a tratar nestes
ciclos. Na parte final, apresentamos uma proposta de temas a incluir, formal ou
informalmente, nestes ciclos de ensino.

Abstract

In this work we try to give a superficial overview of the evolution of Mathematics curricula in
Portugal over the last years together with its social context. We focus our attention in the
secondary school curriculum and the third cycle of basic school curriculum, since the second
half of XX century and in the mathematical topics to be treated in those grades. We also
present a proposal concerning themes that we think could be included in those grades, in a
formal or informal way.

Introducéo

E grande a confusdo entre os conceitos programa e curriculo. Ndo temos
qualquer pretensdo de analisar estes conceitos detalhadamente, mas, por uma
questdo de clarificacdo, vamo-nos socorrer duma citacdo de Ponte, Matos e
Abrantes (1998, pag. 9) com a qual nos identificamos:

“...conjunto de orientacdes sobre o ensino de um dado ciclo de estudos ou de
uma dada disciplina, acompanhado de indica¢fes para a sua implementacéo prética.
De um modo geral, um curriculo contempla objectivos, conteudos, metodologias e
materiais e formas de avaliagao”.

O curriculo de Matematica, em Portugal, tem sofrido mudancas ao longo dos
tempos que, de uma forma geral, reflectiram alteracbes ao nivel das necessidades
de ordem social e politica (Porfirio, 1998). Este autor afirma mesmo que as reformas
curriculares em Portugal tém assumido a forma de mudanca por decreto. Nesta
Optica, um curriculo nunca pode ser tido como definitivo, pois a sociedade esta em
constante mutacdo. Devera a Matemética escolar reflectir apenas mudancas sociais
e politicas? Qual o papel reservado a Matematica, enquanto ciéncia em
desenvolvimento permanente? Devera a Matematica escolar mudar “atras” das
mudancas sociais, ou, pelo contrario ser ela propria agente dessa mudanga?
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Neste trabalho focamos a nossa atencdo essencialmente na evolucdo dos
contetdos embora seja feita uma abordagem superficial as outras componentes do
curriculo.

Passado e Presente

Ja que todo o curriculo é influenciado pelas caracteristicas e necessidades
sociais, cada curriculo devera ficar definitivamente impregnado pelas marcas do
tempo e da sociedade a que se refere. A influéncia das necessidades sociais no
desenvolvimento curricular, pode ser questionavel, uma vez que sempre existiu um
curriculo nacional, sendo as necessidades sociais bem diferenciadas, as vezes em
regibes do pais bem vizinhas. O desenvolvimento curricular é principalmente
influenciado por outros factores, tais como a forma como se encara 0 que €
importante na disciplina, as suas principais caracteristicas e natureza que
influenciam a prioridade dos temas a integrar no curriculo e a forma de os trabalhar
(Porfirio, 1998). Vejamos de seguida, de forma abreviada, como evoluiu o curriculo
de Matematica desde o pds-guerra.

Segundo Ponte (2003a) o curriculo de Matemética sofreu uma grande evolugéo
na segunda metade do século XX. Na primeira metade desse século, a Matematica
era encarada como uma “disciplina mental” e o seu ensino era marcadamente elitista
(Abrantes, 1994). Ponte (2003a) afirma que durante muitos anos, no ensino pre-
universitario, os alunos estudavam Aritmética, Geometria e Algebra. Os programas
eram pouco mais do que uma lista de conteudos a tratar e, em todos os niveis de
ensino, a énfase era colocada no treino e técnicas de célculo. Para Ponte (2003a) o
ensino da Matematica, nesta altura, em Portugal, era essencialmente orientado para
a aprendizagem do calculo.

No periodo pés-segunda guerra mundial, a rapida evolucédo da tecnologia e as
condicBes socioeconOmicas influenciaram uma mudanca profunda no ensino da
Matematica a nivel internacional'. Esta nova abordagem apresentava a Matematica
de uma forma unificada, apoiando-se na linguagem dos conjuntos, dando especial
destaque as estruturas algébricas e a l6gica (Ponte, 2003a; Abrantes, 1994).

Comecava assim o movimento da Matematica Moderna. Segundo Matos
(2006), esta reforma inicia-se em 1959, em Royaumont, com uma convencao de 60
professores de 20 paises, sob o0 auspicio da Organizacdo para a Cooperagdo e
Desenvolvimento Economico (OCDE). Neste encontro pretendia-se lancar as bases
para uma reforma do ensino da Mateméatica pré-universitaria. Este movimento
procurava proporcionar aos alunos uma melhor compreensdo das ideias
matematicas, e ao mesmo tempo, melhorar as suas competéncias de calculo (Ponte,
2003a). Na altura, argumentava-se que as dificuldades dos alunos decorriam do

! Segundo Porfirio (1998) e Ponte (2003a), neste periodo, ao nivel do ensino universitario,

introduziram-se novos temas resultantes de investigacdes recentes, como por exemplo, a teoria de
conjuntos, a logica e a teoria da probabilidade. Assim, os matematicos reclamavam a necessidade de
0 ensino da Matematica, nos niveis de ensino mais elementares, preparar os alunos para os estudos
daqgueles temas.
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facto de estes nao relacionarem conceitos. Em Portugal este movimento comecou a
fazer-se sentir no inicio da década de 60. Até ai os programas de Matemética
datavam de 1947 e eram apoiados por livros Unicos escolhidos pelo Ministério da
Educacéo e usados por todo o pais. O movimento da Matematica Moderna, segundo
Ponte (2003a), conheceu em Portugal dois momentos distintos, uma primeira fase,
de caracter experimental, incidiu sobre o entdo chamado 3.° Ciclo do ensino liceal,
correspondente aos actuais 10.° e 11.° anos de escolaridade?, sob orientacdo do
professor José Sebastido e Silva. Segundo Matos (2006), esta reforma curricular
comecou a ser implementada em 1963 em trés turmas constituidas pelos melhores
alunos do 6.° ano (actual 10.° ano de escolaridade), uma em cada um dos liceus
nacionais (Lisboa, Porto e Coimbra). Até 1965 o niamero de turmas iria aumentar
para dezanove, distribuidas pelos liceus de Lisboa, Porto, Coimbra, Braga e Leiria.
O programa experimental incluia novos temas como a LoOgica, a Teoria dos
Conjuntos, Algebra (grupos, anéis, corpos, nimeros complexos, algebra de Boole,
algebra linear), Célculo Integral, Probabilidades, Estatistica e Céalculo Numérico
aproximado. Alguns temas “classicos" mantinham-se (Calculo Diferencial,
Trigonometria e Geometria Analitica) e desaparecia a Aritmética Racional (Matos,
2004), embora alguns tdpicos de Aritmética Racional aparecessem diluidos ao longo
do programa. Nesta fase experimental os alunos eram sempre os melhores dos
respectivos liceus e os professores que leccionavam a chamada “turma piloto” eram
cuidadosamente escolhidos. Da autoria de Sebasti&o e Silva havia um manual e um
“livro guia” distribuido em fasciculos aos alunos e professores. A edicdo destes
textos era feita pelo Ministério da Educa¢do com a cooperacédo da OCDE.

Esta “turma piloto” tinha mais um tempo lectivo semanal do que as outras
turmas que seguiam o programa tradicional. Nos anos 70° deu-se inicio & segunda
fase da introducdo da Matematica Moderna: a Matematica Moderna para todos!
Elaboraram-se novos programas e manuais escolares e apareceram novas
indicagcbes metodoldgicas, ainda que de forma muito incipiente. Enquanto, na
primeira fase, a mudanca de conteudos foi precedida por uma reflexdo acerca dos
métodos a usar e por um acompanhamento constante dos poucos docentes
intervenientes, que, recorde-se, trabalhavam com turmas de poucos e bons alunos,
ja na segunda fase, tendo-se este ensino generalizado a todos os niveis, alunos e
professores, ndo houve a mesma preocupacdo (Porfirio, 1998). Nessa altura
desenvolveram-se vérias ac¢des de formacdo apenas com o intuito de actualizar
cientificamente o0s professores. Estes programas, com alguns retoques,
sobreviveram em Portugal até 1991, tanto para o 3.° Ciclo do Ensino Basico* como
para o Ensino Secundario e, de uma forma geral, o dominio de técnicas teve sempre
um grande peso nestes programas retocados (Porfirio, 1998).

2 Em Portugal, actualmente, estes niveis de escolaridade, ndo obrigatérios, sédo parte integrante do
Ensino Secundario (15 — 17 anos), composto por 3 anos de escolaridade.

® Segundo Matos (2004), em 1977 é lancado o Ano Propedéutico (actual 12° ano). Faziam parte do
programa para este ano: conicas, analise infinitesimal, estruturas algébricas, nUmeros complexos e
vectores e transformagfes geométricas.

* Este nivel de ensino (obrigatério), precede o ensino secundario, e é composto por 3 anos de
escolaridade (11- 14 anos ).
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Assim, N0 nNosso pais

“...0 treino do céalculo com expressdes algébricas e a
pratica de exercicios artificiosos com limites e
derivadas, nunca chegaram a perder por completo o
seu lugar. Em vez de uma substituicdo da Matematica
tradicional pela Matematica moderna, verificou-se uma
integracéo das duas.”

(Ponte, 2003a, p. 12)

Enquanto em Portugal se generalizava a filosofia da Matematica Moderna a
todo o ensino, na década de 70 nos Estados Unidos da América ja apareciam
criticas ferozes ao movimento da Matematica Moderna. Com efeito, como as
competéncias dos alunos tanto no raciocinio, como na resolucdo de problemas e no
calculo ndo mostrassem quaisquer progressos (Ponte, 2003a), antes pelo contrério,
o movimento back to basis ganha algum terreno. No entanto, este movimento entra
rapidamente em declinio, tendo como principal causa a publicacdo dos resultados do
Second International Mathematics Study. Segundo este estudo, o Japdo é o pais
que consegue o0s melhores resultados, seguido de perto por véarias nacdes
europeias. Simultaneamente este estudo revelou uma situacdo preocupante no
ensino da Matemética dos Estados Unidos (Matos, 2004). Em Portugal o movimento
back to basis passou praticamente despercebido. Segundo Ponte (2003a) néao
haveria razbes para a comunidade portuguesa reclamar mais destaque para as
competéncias do calculo, pois, na realidade, apesar das alteracdes curriculares
ditadas pelo movimento da Matematica Moderna, as competéncias de calculo
continuavam a ser fundamentais para ultrapassar com sucesso 0S exames de
acesso a Universidade.

A década de 80 trouxe a publicagdo de alguns documentos tais como, Agenda
for Action, Mathematics Counts e Normas para o Curriculo e a Avaliacdo em
Matematica Escolar, e viu surgir um novo movimento de reforma no ensino da
Matematica a nivel internacional. O movimento da Mateméatica Moderna tinha trazido
consigo um novo simbolismo, por vezes incompreensivel, um rigor de linguagem que
nao se adequava ja ao informalismo social e que, por isso, ndo era adoptado pelos
alunos e professores com grande entusiasmo. O surgimento de uma juventude com
pouca apeténcia pelo esforco intelectual, fruto das modificacdes sociais da época e
da primeira grande massificacdo do ensino, foi outro dos factores de insucesso
desta experiéncia.

Em 1988, em Portugal, a recém-criada Associagcdo de Professores de
Matematica edita o documento Renovacdo do Curriculo de Matematica. Neste
documento, pela primeira vez entre nés, é dada especial atencdo a resolucao de
problemas e a utilizagdo das novas tecnologias. Sdo ai também expostas as
principais orientacdes curriculares dos anos 80. Segundo Porfirio (1998) estas
perspectivas contrastavam fortemente com os programas que estavam em vigor

nessa altura.
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A Lei de Bases do Sistema Educativo aprovada em 1986 proporcionou ao
Ministério da Educacdo o ensejo para proceder a uma reformulacdo geral dos
programas de Matematica no inicio da década de 90 (Ponte, 2003a). No que diz
respeito ao ensino secundario, esta reforma ficou fortemente marcada pela
diminuicdo de uma hora semanal na escolaridade da disciplina de Matematica (de 5
para 4 horas). Com programas concebidos para uma escolaridade de 5 horas
semanais, nos 10° e 11° anos a extensdo dos programas cedo se fez notar. Nos
finais da mesma década acontece nova revisdo curricular, inevitavel tendo em vista
a desadequacdo da extensdo dos programas as horas lectivas dedicadas a
disciplina. Segundo Ponte (2003b), este processo foi conduzido de uma forma
completamente diferente de outras reformas ou revisbes curriculares. Os
professores, desta vez, foram apoiados, nomeadamente através de Varios
mecanismos de acompanhamento que incluiam, por exemplo, publicacdo de
brochuras, criagdo de um corpo de professores acompanhantes e cursos de
formacdo. Esta Ultima reformulacdo curricular® tentou acompanhar as novas
correntes que, entretanto, se tinham vindo a afirmar no panorama internacional
(Santos, Canavarro & Ponte, 2000). A Geometria, a Estatistica e as Probabilidades
surgiram valorizadas e, segundo Santos, Canavarro & Ponte (2000), na abordagem
aos conceitos deu-se primordial importancia a ligacdo com a realidade. Em
consonancia com as Normas para o Curriculo e a Avaliacdo em Matemética Escolar
foram recomendadas novas metodologias, como por exemplo, o trabalho de grupo e
a introducdo das novas tecnologias (calculadora gréafica e computador). Para Buescu
(2003) esta reforma foi infeliz por duas razdes: primeiro, porque foi realizada sem a
intervencdo da comunidade matematica, segundo, porque ndo teve em conta as
criticas desta mesma comunidade, no sentido de evitar erros desnecessarios. Ainda
segundo Buescu, quando esta reforma foi implementada entre nés, muitas das suas
propostas ja tinham sido abandonadas. Por exemplo, em 1995 a Comissédo de
Acompanhamento Curricular, do Reino Unido, aconselhava a que se abandonassem
as calculadoras nos exames nacionais. Em Portugal foram fortemente introduzidas
por essa época.

No inicio da década de 90 foram igualmente apresentados 0s novos programas
para o 3.° Ciclo do Ensino Basico. Nesta reforma foram introduzidos topicos de
Estatistica e Probabilidades e reservou-se um papel de destaque para a Geometria.
Este programa ndo era tdo rigido quanto os anteriores, pois permitia alguma
margem de manobra ao professor, e simultaneamente centrava o trabalho mais nos
alunos, apontando para uma aprendizagem construtiva (Cabrita, 1992). Mas, logo
em 1994° comecaram a levantar-se algumas vozes de descontentamento entre os
professores que leccionavam estes niveis. Estes afirmavam ser praticamente
impossivel cumprir o programa, caso se quisesse obter sucesso educativo (Batista e
Barros, 1994). Este facto ja tinha sido colocado em evidéncia pelos professores que
estiveram envolvidos na fase de experimentacdo destes programas (Cabrita, 1992).

®> Segundo Ponte (2003b), este programa da continuidade & iniciacdo & Andlise Infinitesimal e Calculo
Algébrico, reservando um lugar significativo & Geometria, a Estatistica e as Probabilidades.

® Estas criticas tornam-se relevantes pois permitem avaliar como decorreu a implementagdo no
terreno da reforma, ganhando mais forca, por se referirem a um ciclo de ensino por completo.
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Em 1994, Batista e Barros defendiam a existéncia de um “programa minimo
exequivel” baseado nos temas considerados prioritarios. Sugerem que alguns temas
sejam excluidos, tais como semelhancas de figuras, lugares geométricos, estatistica,
espaco - outra visdo e os subtemas rotacOes e isometrias. Estas autoras sugerem a
exclusdo destes temas ndo por terem menos interesse do que outros, mas pela
possibilidade de integrar alguns destes temas noutras unidades tematicas e,
principalmente, pela grande extensdo do programa que obrigava a retirar varios
temas.

No que diz respeito a extensdo do programa concordamos plenamente com
estas autoras. A nossa experiéncia profissional confirma-o. Principalmente em
relacdo aos 7.° e 9.° anos de escolaridade. Nestes anos, o cumprimento integral do
programa soO pode ser feito a custa da qualidade do ensino. De facto, em todos os
anos lectivos em gue leccionamos aqueles anos de escolaridade ndo conseguimos
cumprir o programa. Nao fomos caso isolado, pois o0s colegas que a altura
leccionavam connosco aqueles anos de escolaridade também n&o cumpriram o
programa. O conteldo mais prejudicado, independentemente de ser do 7.° ou 9.°
ano, era, invariavelmente, a Geometria. Isto porque usualmente nas planificagbes a
longo prazo, nas escolas, este tema surgia como o ultimo a tratar, por ser de maior
complexidade. Tal facto podera ajudar a explicar as dificuldades que grande parte
dos alunos do 10.° ano de escolaridade sentem durante quase todo o 1.° periodo,
onde os conhecimentos de Geometria tém que ser necessariamente mobilizados.

Em 2001, foi publicado o Curriculo Nacional do Ensino Basico (CNEB), que
passou a coexistir com os programas de 1991. Um dos efeitos desta reorganizagao
curricular foi a diminuicdo da carga semanal da disciplina de Matematica que passou
de 200 para 180 minutos. A este proposito Marques de S& (2003), em Alguns pontos
criticos no Ensino da Matematica, refere que esta disciplina tinha em 1997, um peso
relativo de 13% em relacdo ao total da carga horéaria prevista para o 3.° Ciclo do
Ensino Basico. Tendo esse peso descido’ para os 11%° depois da reorganizacéo
curricular.

Dificilmente se entende esta redugdo hordria numa disciplina que
frequentemente coloca muitos problemas aos alunos, principalmente quando
simultaneamente se pede aos professores que trabalhem o programa colocando a
énfase na resolucao de problemas e nas experiéncias de aprendizagem.

Centremo-nos agora no CNEB. Sem proceder & exclusdo de temas® que tinha
vindo a ser insistentemente sugerida por variados autores/professores, esta reforma

" Aconteceu o mesmo para a disciplina de Portugués. Esta pequena mudanca nao foi positiva, na
medida em que, é por demais conhecida a dificuldade de grande parte dos alunos do Ensino Basico
em interpretar os enunciados dos exercicios ou problemas. Este facto torna-se mais grave, pois a
aprendizagem da leitura pode influenciar certos aspectos da aprendizagem da matematica, como por
exemplo, a resolugéo de problemas (Morais, 2006).

® Fonte Deb (2001).

9' Os contetdos matematicos a tratar sédo: Nameros e Calculo, Geometria, Estatistica e Probabilidade;
Algebra e Func¢des. Segundo (Santos, Canavarro & Machado, 2006) estas areas associam-se com
facilidade aos temas centrais dos programas do 3.° Ciclo, em vigor desde 1991.
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introduziu um novo conceito: as competéncias essenciais. Sejam elas de caracter
geral ou especifico, todo o edificio se constroi baseado nas competéncias que se
espera que os alunos adquiram no fim de cada ciclo de estudos. Tudo deve ser
ajustado ao que se espera que o aluno seja capaz de fazer, das atitudes que se
espera que seja capaz de ter.

As competéncias sdo entdo definidas em funcdo de oito aspectos que
combinam atitudes gerais dos alunos com capacidades matematicas especificas
(Santos, Canavarro & Machado, 2006). Segundo Ponte, Matos, e Abrantes, (1998),
na realidade a definicho de competéncias acaba por ser equivalente a definir um
programa minimo que todos os alunos devem receber, ou seja, ao definir-se
competéncias estad-se na realidade a “impor” objectivos minimos. Para estes
autores, esta definicdo de competéncias pode, na prética, estar a criar dois
curriculos distintos, correndo-se o risco de o0s professores optarem na sua
generalidade por pdr em prética o mais limitado (Ponte, Matos, e Abrantes, 1998).

Para Crato (2006) a introducdo do Curriculo Nacional de 2001 criou uma
ambiguidade legal. Na realidade de acordo com o0s objectivos deste curriculo, o
curriculo de 1991 teria obrigatoriamente de deixar de ser usado. Mas tal ndo
aconteceu, o curriculo de 1991 néo foi revogado. Como consequéncia deste vazio
legal, ambiguidade e até, nalguns casos, uma certa incompatibilidade, os
professores refugiam-se cada vez mais nos manuais, que como bem sabemos, em
grande parte, sdo de qualidade duvidosa'®. Também Serrazina e Oliveira (2005)
destacam a falta de um acompanhamento, sob a forma de apresentacdo e
divulgacdo de possiveis formas de concretizagdo do CNEB, o que levou a
constrangimentos na implementacdo deste e a confusdo de conceitos como
objectivos e competéncias.

Assim, os programas de 1991, mais prescritivos, assumem 0s temas
matematicos como conceitos estruturantes; o curriculo, mais orientador, equilibra os
conteudos matematicos com as ldgicas das abordagens respectivas (Santos,
Canavarro & Machado, 2006).

Mais recentemente, no ano lectivo 2003/04, entrou em vigor uma nova reforma
no ensino secundario onde foram criadas 3 novas disciplinas de Matemética:
Matemética A, para os Cursos Cientifico-Humanisticos de Ciéncias e Tecnologias e
de Ciéncias Socioeconémicas, Matematica B, para os Cursos Cientifico-
Humanistico de Artes Visuais e para os cursos Tecnoldgicos; Matemética Aplicada
as Ciéncias Sociais, para os alunos do Curso Cientifico-Humanisticos de Ciéncias
Sociais e Humanas e para o Curso Tecnholdgico de Ordenamento do Territorio.
Segundo Santos, Canavarro & Machado (2006), a diversidade de disciplinas em
Matematica ficou a dever-se a procura de uma maior adequacdo dos alunos aos
diferentes percursos académicos ou profissionais que pretendem seguir.

Curiosamente varios cursos universitarios, da area das engenharias, admitem
alunos oriundos quer do percurso que contém Matematica A quer do percurso que

%0 que levou, em 2005, o Ministério da Educacéo a introduzir a certificacdo de manuais através de
uma comissao especializada designada para o efeito.
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contém Matemaética B, o que esta a tornar algo cadtica a integracdo dos alunos que
ingressam no primeiro ano destas engenharias.

N&o poderiamos finalizar esta seccdo sem referir o novo programa' de
matematica para o ensino basico, homologado em Dezembro de 2007. Este
documento tenta fazer uma ligagcéo entre os programas de 1991 e o CNEB. A equipa
redactora do documento apresenta algumas inovacdoes ao nivel de conteudos a
leccionar. Por exemplo, reforcaram-se os contetdos de Estatistica (com a introdugéo
ao estudo de dados bivariados), estuda-se a funcdo quadratica simples

y=ax’,aeZ . Alguns contetidos que antes se estudavam no 3.° ciclo passam a ser

leccionados no ciclo anterior, por exemplo, 0s niumeros compostos e primos. Os
conteudos estdo organizados por ciclo tal como acontece no CNEB. Introduzem-se
as capacidades transversais e existe uma preocupacgao clara com a articulacao entre
ciclos. Para implementar e desenvolver este programa parece-nos essencial que
seja aumentada a carga horaria semanal da disciplina, pelo menos para o 3.° ciclo.
Com efeito, além do programa ser extenso, € ainda pedido que ao longo do ciclo se
efectuem experiéncias mateméticas ricas, como jogos, pequenas investigagdes,
trabalhos de projecto/grupo. Na nossa opinido, s6 com mais tempo para leccionar a
disciplina esta abordagem tera resultados positivos.

Antes da implementacdo a nivel nacional esta prevista uma fase experimental
no ano lectivo 2008/09 com 40 turmas de todos os ciclos do ensino basico. Sé
depois esta mudanca deve ser generalizada a todo o pais.

Depois desta pequena incursdo temporal, ha duas conclusdes que podemos
retirar de modo imediato:

I. as reformas curriculares, em Portugal, para a disciplina de Matematica,
seguiram no essencial 0s movimentos internacionais vigentes, a excepcao
do movimento back to basis, que néo teve grande repercusséao entre nés;

II. o desenvolvimento da Matematica como ciéncia, apenas por duas vezes,
teve algum peso na construcéo do curriculo:

a. na reforma do professor Sebastido e Silva. Introduziram-se tépicos
sobre teoria de conjuntos, ldgica, teoria da probabilidade e calculo
numeérico. A introducdo destes temas, seguiu a tendéncia
internacional e resultou de uma pressdo da comunidade
matematica. Com efeito, esta reclamava, na altura, a necessidade
de o ensino da Matematica, nos niveis de ensino mais elementares,
preparar os alunos para os estudos daqueles temas;

b. na inclusdo de topicos de Estatistica no 3.° ciclo do Ensino Basico.
Segundo (Ponte, Matos, e Abrantes, 1998) esta € uma area que
corresponde a uma maneira actual de fazer Matematica, e tem uma
importancia crescente na sociedade

! Disponivel em http://www.dgidc.min-edu.pt/programa_matematica/programa_matematica.asp
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Novos temas para o curriculo

No documento Renovacgdo do Curriculo de Matemética, que data de 1988, a
certa altura pode-se ler:

“Novos temas poderdo ganhar o direito a um lugar no curriculo, ao
mesmo tempo que alguns dos conteddos existentes serdo tratados
noutra perspectiva e outros poderdo perder a sua importancia ou
mesmo desaparecer:

Topicos a ser introduzidos, poderéao incluir, por exemplo: (...)

3. Matemaética discreta. Serao de considerar diversos tépicos ligados
ao estudo das propriedades matematicas de conjuntos e sistemas
finitos, incluindo o estudo de grafos e das suas representacdes
matriciais, um estado mais aprofundado de sucessfes e séries, de
calculo combinatdrio, e de equacgdes as diferencas.

4. Métodos de Matematica numérica. Poderao ter um lugar relevante
toépicos como métodos iterativos de solucdo de equacdes e sistemas
de equacOes algébricas, célculo matricial, aproximacdes e erros.”
(APM, 1988, p. 61-62)

As normas do NCTM apontam nesta mesma direccdo: a introducdo de novos
temas no curriculo. Além disso, Principles and Standards (2000), da NCTM, déao
especial importancia a temas de Matematica Discreta, defendendo que estes temas
deverdo ser leccionados ao longo de toda a escolaridade. As areas que a NCTM
privilegia, dentro da matemaética discreta, sdo a combinatoéria, 0s processos iterativos
e a teoria de grafos. Na nossa opinido existem 2 temas que podem e devem ser
trabalhados: a teoria de grafos, a partir do 3.° Ciclo do Ensino Basico; a teoria de
jogos, no ensino secundario. Julgamos que a integracdo destes temas daria uma
visdo bem diferente da Matematica aos nossos alunos. Com efeito, estes sdo temas
que pdem em evidéncia, de uma forma imediata, a presenca e a importancia da
Matemética no nosso dia-a-dia.

Teoria de Grafos

Nos curriculos actuais quer do ensino obrigatorio quer do ensino secundario,
na sua generalidade, ndo é contemplada qualquer unidade didactica sobre Teoria de
Grafos. A Unica e saudavel excepcao é o caso da disciplina de Matematica Aplicada
as Ciéncias Sociais, destinada a alunos das areas de Ciéncias Humanas e Sociais e
ao Curso Tecnologico de Ordenamento do Territério.

Dentro da sala de aula, este tema revela grandes potencialidades tanto ao nivel
do trabalho individual como ao nivel do trabalho de grupo. Sendo este um ramo do
conhecimento com aplicacbes em muitas outras areas (Biologia, Sociologia,
Psicologia, Relacdes Internacionais, Arquitectura, Engenharia, Musica, Quimica...)
coloca em evidéncia, de forma muito clara, a importancia da Matematica no nosso
quotidiano. E ainda possivel mostrar, de forma simples e natural, o facto do
conhecimento de algumas técnicas mateméticas poderem desempenhar um papel
importante no processo de tomada de decisdes pelas empresas.
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O ensino de Teoria de Grafos, a um nivel elementar, apresenta a grande
vantagem de ndo necessitar de pré-requisitos, permitindo assim que tanto bons
alunos como alunos com mais dificuldades, acompanhem com alguma facilidade e
interesse o desenvolvimento dos conceitos escolhidos, ajudando assim a combater o
desinteresse que por vezes se instala dentro da sala de aula de Matematica
(Feiteira, 2007). Por ser um tema que se presta a modelar, de forma simples,
situacBes da vida real constitui uma oportunidade impar de levar os alunos a fazer a
ligacdo problema — modelo — solugdo — implementagdo — validagéo.

Além de mais, a Teoria de Grafos € uma area onde existe muita investigacao.
Muitas sdo as teses de doutoramento e os artigos cientificos que se produzem
actualmente neste tema. Oferece, assim, uma oportunidade de mostrar aos alunos
uma Matematica activa e viva. Um exemplo do que afirmamos € o do problema do
caixeiro-viajante, que pode ser facilmente apresentado aos alunos, conjuntamente
com algumas das heuristicas mais ingénuas, mas cuja resolu¢do exacta, em tempo
atil, continua a ser objecto de inUmeros estudos e esta longe de se encontrar
resolvido.

A integracdo de uma unidade, ou mais unidades dispersas ao longo dos anos
de escolaridade, que contenha(m) alguns tépicos de teoria de grafos podera permitir
um excelente desenvolvimento ao nivel da resolugcdo de problemas, comunicagéo,
raciocinio e modelacédo. Esta integracdo poderia surgir de duas formas distintas.
Uma a um nivel informal, onde o professor poderia trabalhar alguns conteudos de
teoria de grafos entre unidades didacticas ou como motivacdo na introducéo de um
novo tema,como por exemplo, fun¢des ou sequéncias numeéricas (ver Feiteira, 2007,
capitulo 111). Outra a um nivel formal, fazendo um reajustamento dos conteudos por
ciclo, nomeadamente agrupando-os de uma forma diferente.

Acabamos esta seccdo com um pequeno exemplo que ajuda a ilustrar as
potencialidades deste tema dentro da sala de aula.

Numa determinada turma, a uma determinada disciplina, um professor
identificou as seguintes situacdes: a Ana ndo pode estar sentada perto da Raquel
porque falam demais entre si; a Angela ndo pode estar sentada perto da Catarina e
da Maria, pela mesma razéo; a Catarina ndo pode estar sentada perto Maria, pela
mesma razdo. Como distribuir estas alunas pela sala de modo a que nao perturbem
o funcionamento da aula? (retirado de Feiteira, 2007) Esta situacdo pode ser
modelada por um grafo. Assim, Suponhamos que o vértice 1 representa a Ana, 0
vértice 2 representa a Raquel, o vértice 3 representa a Angela, o vértice 4
representa a Catarina e o vértice 5 representa a Maria. Construindo um grafo de
incompatibilidades, isto é, um grafo em que dois vértices estdo ligados caso
representem pessoas que nao podem estar juntas, obtemos o grafo da figura 1. De
seguida, iremos colorir o grafo de tal forma que os vértices adjacentes tenham cores
diferentes (figura 2).
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figura 1
figura 2

Analisando a figura 2 o professor podera sentar a Ana com a Angela (ambas
tém a mesma cor), a Catarina e a Raquel, enquanto que a Maria tera que se sentar
num sitio afastado de qualquer uma das suas amigas. Note que esta coloracdo nédo
€ Unica pois o vértice 1 também pode ser pintado de cinzento e o vértice 2 pode ser
pintado a vermelho ou azul. Desta forma o professor dispbe de trés configuracoes
diferentes para sentar estas amigas, podendo entdo optar por aquela que achar
melhor. Esta questdo podera suscitar a discussdo entre os elementos da turma
sobre a melhor solugdo. Poderad acontecer que, trabalhando esta questdo em
pequenos grupos, os diferentes grupos determinem solucdes diferentes.

Teoria de Jogos

Informalmente, a teoria dos jogos estuda as solucdes ou equilibrios possiveis
em situacOes de conflito de interesses. A sua origem esta intimamente ligada ao
matematico John Von Neumann'’, que em 1928 publicou Zur Theorie der
Gersellschaftsspiel (Sobre a teoria dos jogos de estratégia) e estabeleceu os
primeiros esbogos de uma teoria especializada em lidar com a natureza humana.

A premissa fundamental da teoria dos jogos é que os jogadores agem
racionalmente, tomando as decisdes de uma forma egoista. De certa forma é
equivalente afirmar que os jogadores da teoria dos jogos se assemelham aos
responsaveis maximos pelas grandes decisdes, sejam eles empresarios ou politicos,
e dai esta teoria ser uma ferramenta tdo poderosa na andlise de contextos sociais.
Para ilustrar a afirmacdo anterior analisemos o famoso dilema dos prisioneiros.
Imaginemos que dois assaltantes sdo capturados pela policia e que, apesar de
todos os esfor¢os, a Policia Judiciaria ndo consegue obter provas suficientes para
incriminar, de forma inequivoca, os dois assaltantes. Como ultimo recurso, o
inspector responsavel pela investigacdo separa os dois assaltantes (de modo a que
estes ndo tenham hipoteses de falar um com o outro) e apresenta-lhes a seguinte
situagcao: se ambos confessarem o crime cumprirdo 4 anos de prisao; se ambos nao
confessarem cumprirdo 3 anos de prisdo; por fim, se um confessar e o outro nao

12 John Von Neumann (1903-1957), matematico, nascido na Hungria, radicado nos Estados Unidos da
América desde os anos 30.
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confessar, o delator cumprira 1 ano de prisdo e o outro cumprird 6 anos de prisdo. A
matriz que traduz a situacéo é a seguinte:

Prisioneiro B
Confessa N&o Confessa
Prisioneiro A | Confessa -4, -4 -1, -6
N&o Confessa -1, -6 -3, -3

Como em qualquer das hipoteses os prisioneiros cumprem pena, estes acabam
por perder anos de vida. Esse facto traduz-se pela presenca de nimeros negativos
na matriz. Em qualquer uma das quadriculas preenchidas com numeros, o primeiro
namero diz respeito ao prisioneiro A e 0 segundo diz respeito ao prisioneiro B. Como
devemos ler a tabela? Imaginemos que o prisioneiro A confessa e o prisioneiro B
ndo confessa. Neste caso, a quadricula que traduz a situacdo é (-1, -6), isto é, o
prisioneiro A cumpre um ano de prisdo enquanto o seu colega cumprira seis anos.
Qual sera a estratégia™® a seguir por cada um dos prisioneiros? Olhando para a
matriz anterior, facilmente se conclui que a melhor estratégia a adoptar (para
qualquer um dos jogadores), se um deles escolher ndo confessar, € confessar. Por
outro lado, se um deles escolher confessar, a melhor estratégia também é
confessar. Portanto, se os dois assaltantes agirem racionalmente e individualmente,
confessardo o crime (dado que se um deles ndo confessar fica claramente
prejudicado). Este resultado deriva do facto dos prisioneiros ndo poderem contactar
entre si, e por isso, ndo poderem estabelecer compromissos. O curioso e paradoxal
neste jogo € que se ambos seguirem uma ldgica individual acabam mais
prejudicados do que se seguirem uma ldgica colectiva (de confianca no parceiro).

Outros jogos poderiam ser analisados, a nivel do ensino secundario, como 0s
jogos de estratégia pura ou jogos de estratégia mista (Feiteira, 2006). Estes jogos
poderiam ser trabalhados recorrendo apenas aos conhecimentos que os alunos ja
dominam, nomeadamente a programacao linear.

Esta é uma das poucas teorias de que dispomos que definem procedimentos
racionais para situagcdes que antes eram encaradas como irracionais. Durante a
segunda grande guerra, areas como a logistica, a guerra submarina e a defesa
aérea basearam-se directamente na teoria dos jogos que, depois disso, se
desenvolveu no contexto das ciéncias sociais. Hoje, a maioria dos jogos com
aplicacOes praticas sdo aqueles em que se podem formar vérias coligacdes entre 0s
jogadores, podendo existir comunicacdo entre eles e em que a conjugacdo de
esfor¢cos pode melhorar a solucédo para todos. Por tudo isto, na nossa opinido, este é
um tema que deveria ser abordado no Nosso ensino secundario.

* Entendemos como estratégia qualquer regra para escolha de decisdes. Um jogador procura

sempre uma estratégia que aumente os seus ganhos e diminua as suas perdas.
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Consideragoes finais

A teoria de grafos e a teoria de jogos fazem parte de uma Matematica com
desenvolvimento recente. Sao portanto uma nova forma de fazer Matematica e, o
que é mais importante, ttm uma importancia crescente na sociedade.

Qualquer um dos temas que referimos, ainda que muito superficialmente, tem a
enorme vantagem de, de uma forma simples, mostrar aos nossos alunos a
Matematica como uma ciéncia necessaria e fundamental para o funcionamento da
sociedade.

Cada curriculo tem a marca temporal de uma sociedade, mas também deve
reflectir as necessidades dessa sociedade. A sociedade actual, em constante
mudanca, obriga a que a Escola responda e acompanhe essas mudancas,
reflectindo e antevendo as necessidades dos alunos na sua inser¢géo na sociedade.

Neste sentido, o curriculo da disciplina de Matematica deve sofrer um
desenvolvimento que reflicta o desenvolvimento da Matematica, enquanto ciéncia, e
das novas areas proporcionadas por esse desenvolvimento.
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Matechistes de fracciones
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Resumen

Los maestros de Matematicas tienen que realizar grandes esfuerzos para lograr que sus
alumnos aprendan una asignatura que no goza de buena prensa. En este articulo relatamos
una experiencia que hemos llevado a cabo empleando el humor como recurso didactico en el
aprendizaje de las fracciones. La experiencia ha tenido lugar con nifios de 11 a 13 afos de
séptimo grado de una escuela municipal de la Ciudad de Buenos Aires. La maestra ha
pedido a los chicos que elaboren chistes graficos sobre las fracciones. Presentamos las
producciones de los nifios y su andlisis.

Abstract

Mathematics teachers must make a great effort to get their pupils to learn a subject which
lacks good press. In this article we tell about an experience we have undertaken using
humour as a didactic resource in the fractions learning process. The experience has been
done with children from 11 to 13 years old studying in the seventh grade of state school
belonging to the city of Buenos Aires’ Town Hall. Thus on teaching this topic, the teacher
asked children to elaborate graphic jokes about it.

1. Introduccidn

Cuando la tarea docente se lleva a cabo con auténtica vocacion, lograr que los
alumnos puedan unir el placer al aprendizaje es una aspiracion maxima, es alcanzar
el éxito. Muchos profesores ven facilitado su trabajo, si no con todos, con la mayoria
de sus estudiantes. Por ejemplo, las actividades deportivas de la clase de Educacion
Fisica atraen sin dudas a los nifios; o las Ciencias Naturales son disfrutadas por un
alto porcentaje de los que deben aprenderlas.

Pero un maestro de Matematica debe aplicar grandes esfuerzos para lograr un
minimo de adhesion. En principio, la asignatura no goza de buena prensa por lo
tanto ya el punto de partida suele ser negativo. Es cierto que existen alumnos con
manifiesta inclinacion por los numeros y todas sus aplicaciones pero son los menos
y a veces, lamentablemente, esa tendencia es ahogada en las aulas por sus mismos
profesores con presentaciones poco significativas 0 no adecuadas a la etapa
operatoria de quienes las reciben.

Afortunadamente, en Pedagogia y Didactica siempre son posibles nuevos
caminos incluso en esta época en la que se compite con importantes estimulos que
se ofrecen a nifios y adolescentes y que acostumbran su atencidén a ritmos muy
diferentes de los mantenidos por la escuela. Uno de esos senderos lo ofrece el
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humor y asi fue propuesto a nifios de 11 a 13 afios de séptimo grado de una escuela
municipal de la Ciudad de Buenos Aires. El proyecto surgié durante la busqueda de
ideas motivadoras y estimulantes, en el marco de otra propuesta mayor que,
involucrando diversas tareas adaptadas de otras asignaturas y ya probadas en afios
anteriores, tenia como meta final aprender Mateméatica mirandola con otros ojos, de
manera positiva, sin temor y con placer.

La primera firmante ha llevado a cabo una actividad innovadora, consistente en
explotar la disposicion positiva de los nifios hacia el humor, para pedirles que
elaboren chistes graficos sobre conceptos matematicos. La experiencia ha sido
gratificante y ha permitido no sdlo mejorar la relacién didactica, sino también la que
establecen con las Matematicas. En este articulo relatamos esta experiencia,
centrandonos en la parte relativa a las fracciones.

Comenzamos por describir la experiencia general, sus antecedentes y el
proceso que hemos seguido. Posteriormente nos centramos en una de las partes, la
referida a los matechistes de fracciones, que concretamos. Posteriormente
analizamos las producciones de los nifios, tanto desde el punto de vista matematico
como desde el empleo de recursos del lenguaje grafico y humoristico. Finalizamos
con unas conclusiones sobre el interés didactico aportado por la experiencia.

2. Matechistes

Sus antecedentes pueden ubicarse en ciclos escolares previos en los que,
coincidiendo con algunos temas en curso, se habian ofrecido algunos chistes
publicados con anterioridad en distintos medios gréaficos, con el objeto de romper la
seriedad de los temas planificados. La idea habia sido recibida con cierto agrado por
los alumnos y, aunque esta inclusion no configuraba una tarea en si misma, permitio
realizar interesantes observaciones.

En primer lugar, se pudo constatar que los estudiantes sélo identificaban lo
gracioso de la situacion humoristica si habian comprendido completamente el
contenido con el cual estaba relacionado el chiste. Esa comprension era condicion
necesaria para manejar el cédigo implicito en él.

En segundo término, sabemos que a los nifios, en su mayoria, les agrada
dibujar porque constituye una via que les permite jugar, expresarse e incluso,
mostrar sentimientos y conflictos profundos. También es un hecho que el
aprendizaje los somete con frecuencia a momentos de tension y frustracion. Uniendo
ambas ideas, fue posible suponer que los chistes les agradaban porque tal vez les
permitian, a través de un dibujo mas o menos atractivo y el relato de una situacion
graciosa relacionada con un tema en estudio, ver el reflejo de algunas de esas
situaciones conflictivas.

Por dltimo, unos pocos nifios, estimulados por estos chistes, realizaron, sin

mediar consigna alguna por parte de su docente, sus propias creaciones
humoristicas. Sus compaferos inmediatamente manifestaron admiracion por esas
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obras y festejaban con mas entusiasmo lo realizado por sus pares que aquellas
hechas por profesionales.

Enlazando todas estas piezas, se pudo concluir que, ya que la experiencia
habia sido positiva, podria proponerse la produccion humoristica de los estudiantes
integrada en la planificacibn anual de la asignatura. Como toda propuesta
innovadora, en principio los objetivos no estaban completamente definidos, pero lo
gue si se buscaba era una relacion mas suelta y fluida de los nifios con la
Matematica.

Teniendo en cuenta las observaciones anteriores, se pensd que el momento
mas adecuado para proponer la tarea seria al final de cada tema. El proyecto incluia
una secuencia de trabajo compuesta por las siguientes etapas: 1: Desarrollo de la
ensefianza y aprendizaje de una unidad tematica, 2: Trabajo de evaluacion, 3:
Presentacion de un chiste relacionado con el contenido dado, 4: Interpretacion
individual y puesta en comun, 5: Creacién propia de una situacién humoristica y 6:
Difusion grupal

Es importante sefialar que desde el principio se dejo expresamente aclarado
que el trabajo no seria evaluado en el sentido escolar del término. Se explico a los
nifios que su adhesién a la propuesta era voluntaria pero que era importante que
participaran y que su aporte creativo serian siempre apreciado y bien valorado.

La aceptacion fue casi total. Las reservas del comienzo fueron desapareciendo
conforme sus intervenciones fueron llevando a aumentar el entusiasmo. Al iniciar el
ciclo lectivo las obras se relacionaron mas con juegos de palabras pero, avanzando
el afo, los nifios se esforzaron por incluir los contenidos y sus trabajos fueron
ganando profundidad.

Por supuesto, no todos los alumnos fueron capaces de crear su chiste en todos
los temas pero en ocasiones, algunos ofrecieron mas de un trabajo. Hubo
estudiantes a quienes la inspiracién no les lleg6é en el aula sino mas tarde en su
hogar. Otros, ya comenzaban a pensar en qué harian cuando se comenzaba un
nuevo tema. Por Udltimo, s6lo unos pocos no se comprometieron con la tarea en
ningn momento del afio. Para dar una idea cabal de la proporciéon de adhesion, de
los cincuenta nifios de la clase, solamente cinco no la aceptaron aunque, a pesar de
ello, igualmente realizaron sus aportes en mas de una ocasion, tal vez llevados por
el entusiasmo general.

Al finalizar el curso, encuestas de evaluacidén permitieron conocer las opiniones
de los alumnos respecto de la propuesta. Su actitud hacia la Mateméatica se
mostraba altamente positiva y recordaban el proyecto que ellos mismos habian
llamado “Los Matechistes”, como una de las experiencias mas gratificantes de ese
afno.
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3. Matechistes de fracciones

De acuerdo con el desarrollo de la planificacién propuesta, al llegar a la mitad
del periodo escolar se comenzo el estudio de fracciones. Para esta época, muchos
nifios ya habian alcanzado una “madurez artistica” suficiente como para incluir
conceptos importantes que quedaron plasmados en sus chistes.

La propuesta innovadora que nos planteamos se justificaba ademas por ciertos
hechos que colaboraron a determinar las caracteristicas del trabajo. En primer lugar
nos basamos en las recomendaciones de abrir el curriculo de matematicas, de
manera que la formacidon matematica contribuya a la formacién ética, social e
intelectual de los alumnos (Sesa y otros, 2001). Esta idea nos muestra una
ensefianza mas globalizada, en la que quepan actividades que den una dimension
cultural a las matemaéticas.

Segun el Disefio Curricular para el segundo ciclo de la Ensefianza Primaria de
la Ciudad de Buenos Aires (Gobierno de la ciudad autbnoma de Buenos Aires,
1999), que engloba las secuencias que corresponden a cuarto, quinto, sexto y
séptimo grados, los contenidos de Matematica se encuentran agrupados en tres
grandes bloques: “NUmeros y operaciones”, “Geometria” y “Medida”. Los temas
correspondientes a Fracciones, ubicados en el primer apartado, constituyen un
extenso capitulo, posterior a los numeros naturales. Es importante hacer saber que,
de acuerdo con la Ley Federal de Educacion surgida de la reforma educativa llevada
a cabo en la década pasada, el ultimo de los grados nombrados dejaba de
pertenecer al nivel primario. Posteriormente, por diferentes causas, la ciudad Capital
de la Republica Argentina no se plegé a los dictados de esa ley y el séptimo grado
volvio a insertarse en la escuela primaria. Por este motivo, sus contenidos en
realidad, no aportan un caudal significativo en el disefio general sino que mas bien
configuran un repaso importante del nivel y agregan una profundizacion de los
conocimientos, proponiendo, por ejemplo, actividades con mayor grado de dificultad.
La amplitud del segundo ciclo y el hecho de que durante muchos periodos lectivos
sblo se contara con un “predisefio” que, como su nombre indica, mostraba su
cualidad de provisional, provoco que la mayoria de los docentes aplicara su propio
criterio al planificar, restando integracion y articulacion al resultado final.

Por esta causa, la realidad repetida afo tras afio, nos muestra que los
alumnos, llegan al ultimo grado de su escuela primaria con niveles de preparacion
desiguales y que muchos de ellos presentan serias dificultades en la comprension
de temas que debieran dominar. Por lo tanto los contenidos de séptimo grado deben
incluir en todos los temas una profunda revision de lo correspondiente a grados
anteriores buscando la integracion y si el grupo lo permite, elevar un escalon en la
dificultad de las actividades. Todo el trabajo tiene en ultima instancia, un objetivo
ineludible: la preparacion para el primer afio de la escuela secundaria en el que los
requerimientos pedagodgicos son exigentes y dan por hecha la consecucion de los
aprendizajes previos.

Resulta asi una planificacion extensa con una enorme variedad de niveles en
sus componentes por lo que es muy dificil conseguir un Unico texto apto con que
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acompanfar su desarrollo. Por esta razon, se disefié un material especial que incluye:
la teoria ofrecida en clase y amplia cantidad y diversidad de actividades. El
contenido de esta especie de manual estd adaptado de diferentes fuentes tales
como los documentos de apoyo brindados por los organismos oficiales de
asesoramiento y publicaciones gréaficas comerciales de distinta procedencia (Sesa y
otros, 2001, entre otros).

En este contexto, las fracciones no son una excepcion y el grupo con el que se
llevdo a cabo el proyecto de “Los Matechistes” realiz6 un importante repaso con
abundantes explicaciones partiendo de los contenidos mas elementales.

Muchos de los alumnos, que para
esta altura del afio tenian ya 12 6 13 afios
en su mayor parte, mostraban con
claridad estar alcanzando la transicion
entre el estadio de las operaciones
concretas y el de las operaciones
formales, evidenciada por su nivel de
comprension y capacidad de
razonamiento. Ademas, presentaban una
base de conocimientos previos mas que
aceptables. Es asi que el desarrollo de
esta unidad pudo extenderse hasta
niveles interesantes de dificultad y fue
posible, asimismo conseguir valiosos

Figura 1: Britton y Bello, 1992 aportes al proyecto.

En estas circunstancias los contenidos incluidos en la unidad “Numeros
racionales, fracciones y numeros decimales” fueron: Concepto de fraccion,
Representacion grafica, Fracciones mas usuales, El entero, Fracciones propias,
impropias y aparentes, NUumero mixto, Fraccion de un numero, Fracciones
equivalentes, Fracciones decimales, Comparacion de fracciones, Suma y resta de
fracciones, Multiplicacion y division de fracciones, Simplificacién, Ejercicios
combinados con fracciones, Ecuaciones con fracciones, Fraccion de fraccion,
Numeros decimales, Operaciones con nuameros decimales, Resoluciéon de
situaciones problematicas. Todos estos puntos se ofrecian observando
especialmente los limites que impone la etapa operatoria de los estudiantes. Sin
embargo, en todo momento se les hacia saber que en ciclos posteriores irian
alcanzando nuevos niveles de esos mismos conocimientos.

El desarrollo de la unidad completa dur6 alrededor de siete semanas de clases
en los que la dinamica del trabajo incluia constantemente una importante actividad
de autocorreccion por parte de los estudiantes. Finalizada la unidad se ofrecieron,
como ya era costumbre, dos chistes para ser analizados y comentados. Las
situaciones humoristicas elegidas debieron, como en todos los temas precedentes,
cumplir con la caracteristica fundamental de estar al alcance de la comprension de
nifios de esta edad, por lo que se seleccionaron los de las figuras 1 y 2 (figura 1
Britton y Bello, 1992, y figura 2, Chris Brown).
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A partir de ellos tenian que:

- Relatar brevemente la escena identificando lo gracioso y explicando por
gué los hace reir

- Realizar comentarios en comun con el grupo.

- Crear su propia situacion humoristica gréfica, incluyendo a las fracciones
como protagonistas, ya fuera como personajes ellas mismas, o como
elementos de una accion.

En la consigna no se les pedia tocar ningln punto en especial de fracciones.
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Figura 2: Chris Brown

Como era de esperar, el primero de estos chistes fue comprendido de
inmediato por la mayoria de los nifios que rieron instantaneamente ante la confusion
de la figura principal. Un grupo menor identificd con rapidez la astucia del vikingo al
demorar su salida a combate.

La reduccion de fracciones se llevo los mayores aplausos y la explicacion de
esta preferencia podria estar dada por algunos comentarios que los mismos
alumnos dieron al final del afio sobre sus gustos respecto a las tiras comicas. Es asi
que la picardia del guerrero movia a la risa, sin lugar a dudas, pero la interpretacion
del primer personaje era algo que podia ocurrirle a ellos y eso permitid una
identificacion inmediata.

Entregaron 18 chiste, elaborados por 16 nifios (8 chicos y 8 chicas). En ellos
reflejan tanto lo que han aprendido sobre fracciones como lo que les parece que se
presta a una interpretacion humoristica. A continuacion aparecen estas vifietas, en

las figuras 3 a 5.
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3. Aprendizaje de las fracciones en los chistes

La actividad realizada lleg6 al final con la elaboracion de los chistes por los
alumnos, y el compartirlos con sus comparieros. En este articulo queremos ir mas
alla y mostrar que esta tarea tiene repercusiones interesantes para el profesor,
ademas de ofrecer unos trabajos interesantes creados por los nifios. En este
apartado mostraremos que a partir de estos chistes podemos extraer algunas
conclusiones sobre qué han aprendido los nifios sobre fracciones, qué reflejan las
vifietas sobre estos aprendizajes, qué decisiones podemos tomar al respecto para
continuar la ensefianza, etc.

El humor es una cualidad que encierra muchas interpretaciones y sentidos. En
algunos casos se destaca que el sentido del humor es una cualidad que sélo se da
en el hombre, con lo que se hace alusion a la cualidad intelectual del humor. Sin
animo de hacer un estudio exhaustivo del significado del humor, queremos destacar
que diversos autores han llamado la atencion sobre su papel psicolégico, social y
didactico. Aqui nos basamos en estas dimensiones para utilizarlo tanto como
recurso didactico que produce aprendizaje, como para analizar qué han aprendido
los nifios.

Las teorias sobre el sentido del humor se clasifican en tres categorias (Martin
2000): la que se identifica como Superioridad/Denigracion supone que la respuesta
de humor surge de los defectos, errores y fallos propios o ajenos; la centrada en la
Incongruencia considera que el humor se produce por la asociacion inesperada de
dos situaciones que no aparecen habitualmente unidas, pero que pueden asociarse
en algun sentido; por ultimo la tercera linea de teorias enfatiza el aspecto de alivio
en situaciones emocionales concretas.

En la situacion planteada, en la que la creacion de chistes se ha hecho de
manera voluntaria y dando tiempo para que los chistes se planifiquen y disefien, no
nos interesa preocuparnos por los aspectos humoristicos ligados a la situacion
emocional, mientras que suponemos que el humor que han hecho los alumnos se
base en detectar o recrear errores ajenos, o en la utilizacion de situaciones
inesperadas. Asi cabe esperar que los nifios busquen errores o fallos en las
fracciones, en los conceptos matematicos a los que aludan, o bien en las personas
que los usan o interpretan. Dada la situacion de los alumnos no podemos esperar
gue se atrevan a enunciar fallos relativos a conceptos, pero si pueden sentir que los
términos que se emplean tienen un significado distinto respecto a su uso cotidiano,
por ejemplo. Igualmente pueden realzar fallos en sujetos que utilizan estos
conceptos, bien en situaciones practicas en que se usan realmente, o en situaciones
escolares, similares a las que ellos estan viviendo. Estos fallos pueden sugerirle
situaciones humoristicas.

Igualmente cabe pensar que los alumnos hagan humor a partir de
incongruencias. Schopenhauer (1968) destaca que la risa proviene de la
incongruencia repentinamente percibida entre un concepto y el objeto real que por él
es pensado. Por tanto para provocar risa tendran que buscar dos situaciones en que
el objeto que se va a ridiculizar tenga dos sentidos diferentes, y presentarlas con
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habilidad. Se espera que los alumnos hagan un planteamiento basado en la
situacion que ha sido la familiar en el ambiente escolar en que se ha desenvuelto la
clase y luego acudan al otro sentido para mostrar una salida inesperada, una
interpretacion posible que no era la que se derivaba del planteamiento. Asi la
situacion humoristica propuesta por los nifios derivard de una intuicion de los
conceptos aprendidos, lo que puede colaborar a reforzarlos y fijarlos.

Estas consideraciones sobre el humor han llevado a diversos autores a
destacar su interés didactico. Fernandez Solis (2002) propone que se integre el
humor en la practica educativa, favoreciendo con ello que los aprendices adopten
una actitud mas vital, con lo que ponen en juego una variedad de aspectos
cognitivos que se aproximan a la forma natural de aprender. Con ello el humor como
recurso didactico esta indicado especialmente cuando queremos que el aprendizaje
llegue a las actitudes (Guitart-Coria y Flores, 2003; Guitart-Coria, 2007). La
implicacién actitudinal y cognitiva les llevara a buscar situaciones en las que se
manifiesten incongruencias, generando asi aspectos evocadores que mejoran la
memorizacion del aprendizaje, ademas de crear un mayor conjunto de relaciones
(Flores, 1999).

En la mayoria de las propuestas didacticas se aboga por emplear el humor
para facilitar la comunicacion (Flores, 1997). En este articulo vamos mas alla, al
haber dejado el humor en manos de los alumnos. ¢ Qué han reflejado con ello? Para
responder a esta cuestion vamos a analizar las vifietas producidas por los alumnos
utiizando una serie de dimensiones que nos permiten observar qué elementos
aparecen y con qué funcién. Ello reflejara lo que les ha llamado mas la atencién de
las fracciones, qué conflictos han aparecido, qué elementos plasticos les sugieren,
etc. En este trabajo vamos a centrarnos en dos de estas dimensiones: el concepto
matematico relativo a las fracciones y racionales que aparece en las vifietas, y el
significado de estos conceptos que se ponen de manifiesto en estos chistes.

Tras haber trabajado todos los contenidos matematicos que se han comentado
antes, es interesante examinar qué aspecto de este tema han elegido para realizar
sus chistes. Para ello estudiamos tres subdimensiones. La primera es el contenido
matematico del tema que han utilizado en sus chistes. Recordamos que lo
tratado en clase ha sido: Concepto de fraccion, Representacion de la fraccion
(grafica, clasica simbdlica, nimero mixto, decimales), Comparacion de fracciones,
equivalencia, Operaciones con fracciones y Resolucibn de situaciones
problematicas. Segun lo que aparezca en los chistes tendremos una idea de lo que
mas le ha llamado la atencién a los nifios o0 qué parte les parece mas “graciosa”.

Para hacer humor hay que crear juegos de ideas o de palabras. Una de las
formas de hacer chistes es utilizar algan simil que permita aludir a diversos
significados del concepto utilizado y a partir de él asociar cualidades del simil con las
del concepto elegido. El simil elegido nos da idea de lo que realza el nifio cuando
afronta el aprendizaje de fracciones. Por ello vamos a estudiar la metafora que
emplean en sus chistes para dar lugar a las situaciones humoristicas. EI humor se
vale de analogias y metaforas con las que realza algun aspecto del concepto tratado
(Freud, 1905). Las analogias y metaforas son conceptos mas familiares que evocan
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a otro concepto, elegidas por enfatizar algun aspecto del concepto metaforizado.
(Flores, 1999, Lopez Real 1989, 1990, Lakoff y Johnsom, 1986). Analizando la
metafora empleada podremos comprender qué aspectos del contenido ha querido
enfatizar el nifio en sus chistes.

Para dar realce a la metafora hay que situar el chiste en un contexto concreto.
Este contexto o situacion refleja el universo en el que el nifio percibe las fracciones
(los fendmenos a los que se aplica), aunque también puede expresar contextos en
que las fracciones se pueden mirar con humor. Describiendo pues la situacion en
gue se presenta el chiste comprenderemos mejor qué significan las fracciones para
los nifios. Desde una concepcion cultural de la matematica, se considera que los
conceptos matematicos corresponden a abstracciones que parten de situaciones en
las que se utilizan para resolver problemas. Las situaciones en las que se ubican los
chistes nos ayudan a comprender en qué grado el nifio ha captado esta cualidad
cultural de las Matematicas. Asi los alumnos que las ubiquen en situaciones
cotidianas o cientificas en que se emplean, estaran mostrando que han comprendido
su papel de herramientas de resolucion de problemas.

Una vez delimitado el concepto que se ha elegido para realizar el chiste, a
través del contenido escolar seleccionado (contenido), concretado por el aspecto
evocador que utilizan para referirse a dicho contenido (metéafora), y la situacion en
que se presenta (situacion), completamos el analisis del concepto de fraccidon que
aparece en los chistes estudiando qué significado se le atribuye, es decir qué
sentido le ha dado cada nifio a este concepto.

Para ello vamos a analizar tres aspectos. El primero se refiere al papel que
desempefa y el uso que se hace de las fracciones, llamando a esta dimension
fenomenologia de las fracciones (Rico, 1997). Con ello queremos profundizar en
qué significado de la fraccion es el que se enfatiza en los chistes.

Los conceptos matematicos, como las fracciones, son conceptos abstractos,
por lo que tenemos que recurrir a representaciones de ellos para poder utilizarlas.
Los chistes nos muestran cuéles de estas representaciones son mas familiares a
los nifios o cudles les resultan mas socorridas para realizar humor.

Aunque las fracciones se utilizan con profusion en la escuela, su empleo no es
tan amplio en la vida cotidiana, reduciendo su presencia a algunas fracciones
familiares con las cuales nos desenvolvemos (Grupo EGB de la APMA, 1983). Para
completar el estudio del significado examinamos el tipo de fraccién, es decir, si los
nifios emplean fracciones familiares para hacer humor o bien recurren a otras
fracciones.

Resumimos las dimensiones y subdimensiones estudiadas, asi como algunos
de los valores esperados, en la tabla 1:
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Concepto

Significado

Contenido matematico
Concepto y definicion de fraccion
Nombre, forma de representarla
Elementos que la forman

Uso de las fracciones
Simbolos
Relacién entre una parte y un todo
Operador sobre una cantidad

Equivalencia y orden
Operaciones con fracciones
Problemas relacionados

Medida de una porcion
Razoén entre dos cantidades

Metéfora o analogia
(Campo abierto)

Forma de representacion
Simbodlica clasica
Simbodlica porcentaje o decimal
Verbal (palabra)
Iconica de longitud
Iconica de superficie
Iconica discreta

Situacién o contexto
Antropomorfica
Objeto matemaético préactico

Tipo de fraccién
Familiar (1/2, 1/3, %4, etc.)
No familiar

Tabla 1: Dimensiones utilizadas para estudiar el aprendizaje de los alumnos sobre las fracciones,
segun los chistes presentados

Hemos indicado las categorias que pueden presentarse en funcién de los tipos
de dimensiones consideradas. Las metaforas o analogias pueden ser diversas, por
lo que no establecemos categorias a priori. Igualmente las situaciones o contextos
pueden variar, pero nos atrevemos a suponer dos grandes ambitos, aquel en el que
las fracciones adquieren vida y se convierten en personajes (antropomorfico), y
aquel en que las fracciones son objetos mateméticos Utiles para resolver situaciones
cotidianas. Con ello estamos reconociendo que para los alumnos los objetos
matematicos pueden representar entidades abstractas, simbdlicas, o bien han
percibido, y lo manifiestan, que los conceptos matematicos son herramientas para
resolver situaciones cotidianas. La utilizacion de contextos en los que las fracciones
sean un medio para resolver problemas mostrara que los alumnos han sido
sensibles a su papel de herramientas matematica.

Siguiendo con esta distincion analizamos el uso que los alumnos hacen de las
fracciones. Los usos de las fracciones pueden ir desde su empleo como objeto
matematico formal, haciendo alusion al simbolo o a su nombre, o bien buscar una
relacion con situaciones en las que se emplea. En este segundo caso se han
establecido unas categorias que podemos identificar con los nombres que aparecen
en el cuadro (Kieran, 1980, Llinares y Sanchez, 1997), en el que usamos las
categorias y su descripcibn que hacen Llinares y Sanchez (1997) de las
interpretaciones de las fracciones. Segun estos autores se presenta la fraccion en
forma de relacion parte-todo, cuando un todo se divide en partes congruentes, y la
fraccion indica la relacidbn que existe entre un nimero de partes y el total de las
partes. En la interpretacion de la fraccion como cociente se asocia la fraccion a la
operacion de dividir dos numeros naturales, por tanto se identifica la unidad como el
namero natural del divisor. Las fracciones son vistas como operadores cuando se
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enfatiza su papel de transformaciones, algo que actda sobre una situacién y la
modifica. Por dltimo la fraccion se interpreta como razén cuando actiia como indice
comparativo entre dos cantidades de una magnitud.

También la forma de representar las fracciones es diversa, desde la que resulta
de escribir la expresion clasica formada por dos numeros colocados en columna,
separados por una linea horizontal (u oblicua), a la que recurre a métodos iconicos.
En las representaciones simbdlicas tenemos que incluir la representacion verbal en
sus diversas acepciones (términos particulares: medios, tercios, etc. generales como
los terminados en avos, u otras expresiones: dos de tres, dos terceras partes, etc.).
Pero también la representacion como numeros decimales o en forma de porcentajes.
Para analizar las representaciones iconicas recurrimos de nuevo a Llinares y
Sanchez (1997), quienes distinguen entre representaciones empleando magnitudes
continuas (como el area o la longitud), de representaciones discretas, en el que el
todo es una cantidad de unidades no divisibles (como cantidades de canicas, de
bolas, etc.).

Estos elementos técnicos nos dan algunas ideas de cdmo los nifios juguetean
con las fracciones y las hacen suyas, cuando se disponen a hacer humor sobre
ellas. Pero ¢en qué consiste el humor de estos chistes? ¢De qué instrumentos se
valen para hacer humor? ¢Qué técnicas graficas emplean en sus vifietas? Estos
aspectos abren nuevos elementos de analisis que hemos comenzado a estudiar,
pero que no van a ser tratados en este articulo.

Una vez establecidas estas dimensiones pasamos a examinar cada vifeta,
analizando estas seis variables. Con cada vifieta elaboramos un cuadro, en el que
recogimos las dimensiones y las apreciaciones que podiamos hacer en cada una.
Contando las categorias similares obtenidas en estos cuadros llegamos a los
resultados que aparecen en la tabla 2.

Concepto Significado

;5 Concepto y definicién de fraccion 2 Simbolos 15
S | Nombre, forma de representarla 10 o
i) . : @ | Parte /todo 2
c | Equivalencia y orden 7 -] ;
o . . Medida 2
O | Operaciones con fracciones 2
o | Ligadas al nombre (quebrado) 7 . | Simbdlica clasica 15
O | Plasticas 5 @ | Simbdlica decimal 2
% Relacionadas con medidas 3 S | Simbdlica entero 2
= | Matematicas 3 @ | Verbal (palabra) 2

Antropomorficas 13

Antropomorfico en intimidad 7 -
c - P Familiar 13
© | Antropomorfico doméstico 4 ° -
S Orl 1C No familiar )
& | Antropomorfico matematico 1 2 No se sabe 3
2 | Situacion escolar 4 | F
o Fenomenolbgica (compra, peso) 2

Tabla 2: Frecuencias de las distintas categorias de analisis de los chistes
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Examinando los cuadros de cada chiste y la tabla 2 resumen de lo observado,
podemos extraer unas conclusiones sobre el aprendizaje que los nifios han realizado
de las fracciones.

Los chistes presentados por los nifios se refieren a los siguientes contenidos:

- Nombre de las fracciones y racionales, especialmente aluden al término
nameros quebrados, entendidos como quebradizos, heridos o partidos. Este
contenido nos hace ver que los alumnos perciben una diferencia entre la idea
de quebrar que se emplea en el lenguaje cotidiano de la idea de partir que
requiere la fraccion. Para obtener una fraccion tenemos que hacer una
particion igualitaria y exhaustiva (Hetu y Desjardins, 1978), en el que la
unidad se divide en partes iguales respecto a algun criterio. Parece que la
idea de fraccion como trozo “partido” choca con el nombre “quebrado”, ya que
el sentido de quebrar se aplica a una ruptura de un objeto fragil, producida
por lugares inesperados (Moliner, 1997), y es dificil que al quebrar un objeto
se produzcan fracciones del mismo.

- Equivalencia de fracciones, concebida como semejanza entre fracciones o
entre elementos de fraccion aunque en ellos aparezcan numeros distintos.
Para expresar esta idea de semejanza se utilizan analogias plasticas, como el
“parecerse” directamente o como se parecen un objeto y su imagen en el
espejo, el ser hermanos mellizos o amigos o conocidos, o la igualdad
matematica de expresiones distintas. También se alude a la comparacion de
fracciones por ordenacion, empelando para ello la analogia de la balanza,
para indicar que una fraccidn mas grande que otra pesard mas.

- Las fracciones representan mayoritariamente sujetos con vida propia, gracias
a lo cual aparecen como personajes de estas historietas en 13 de los chistes.
Estos personajes se mueven en ambientes cotidianos, reforzando la idea
antropomorfica que supone su aparicion. Esta aparicion antropomorfica se
acompafa de un realce de la fraccion entendida como un simbolo, con
entidad propia. Esta idea se refuerza al situar cuatro de los chistes en
situacion escolar, y solo presentando tres en los que la fraccion tiene utilidad
practica, para sefialar porcion de o expresando peso.

Los significados de las fracciones presentadas son limitados, correspondiendo a:

- El uso que se hace de la fraccion es simbdlico, apareciendo sdélo dos chistes
en las que se alude a un significado de porcién y otros dos a medida.

- La notacién que se utiliza para representar fracciones con mas frecuencia es
la expresién simbdlica fraccionaria tradicional, compuesta por dos numeros
entre los que hay una "rayita", completando dos de ellos con la notacién
decimal. Las fracciones elegidas para ello son fracciones familiares en su
mayor parte, empleandose las no familiares para establecer equivalencias o
para dar lugar a situaciones chocantes. El término “medio” les sugiere
posibilidad de utilizar su polisemia en dos de los chistes.
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En resumen, los nifios proponen chistes de tipo antropomorfico, en el que los
personajes son fracciones familiares expresadas en forma clasica, destacando que
los términos empleados para denotarlas (quebrados, equivalencia, notacién, etc.),
son los que se prestan a los juegos de palabras o a las metéforas. Estas escenas se
presentan en contextos cotidianos de los personajes-fracciones, o en contexto
escolar.

4. Conclusiones

La primera conclusion que extraemos es que las vifietas de los alumnos son
ricas en cuanto a utilizacion de recursos humoristicos y matematicos, si bien se han
centrado en algunos aspectos, que parece que son los que mas le sugieren la idea
de humor: la equivalencia (se presta a doble sentido el ser equivalente pero no ser
iguales, con lo que refuerzan la diferencia entre igualdad de fracciones y
equivalencia de las mismas) y el nombre y sus notaciones (quebrado, numero
guebrado, quebrar como romper fortuitamente y como patrtir, confusion entre quebrar

y partir).

Los alumnos demuestran que manejan el lenguaje matematico, se han fijado
en elementos que configuran las fracciones y los emplean en sus producciones, lo
que les augura una mayor retencion de estos términos y simbolos (“medio”, notacion
fraccionaria, decimal, equivalencia, etc.).

Surgen algunas cuestiones gue nos permiten avanzar problemas ligados a las
dificultades de comprension de las fracciones. Asi observamos que los nifios
manifiestan discrepancias que pueden estar ligadas a lo que se entiende por
fraccion. Las fracciones presentan la particularidad de requerir dos grupos de cifras,
colocados a ambos lados de la raya. En los chistes observamos algunas
consideraciones que nos han hecho plantearnos la duda sobre si los nifios
interpretan la fraccion como un numero o como una pareja de numeros. La
utilizacion de la fraccibn como personaje parece indicarnos que consideran a toda la
fraccidbn como entidad, tal como se aprecia en 1, 2, 10, 12, 15, 16 y 18. En estas
vifietas la fraccién habla en singular o tiene sélo unos ojos, situados en el numerador
o0 en la raya de fraccion. Sin embargo en otros chistes parece que las fracciones
estan formadas por numeros, tal como ocurre especialmente en 9, en la que los
numeradores hablan en plural, pese a tener solo ojos ellos, 0 en 5, en la que todas
las cifras tienen ojos y boca. En la misma linea se abre el debate sobre qué
entienden los nifios por niamero y cémo lo diferencian de cifra. Los “nameros
quebrados”, son enteros que se quiebran en las historietas 2 y 11, y que se parte en
8. En 13 se quiebra toda la expresion. A partir de esta observacion sugerida por la
propuesta que presentamos en este articulo se nos abren nuevos interrogantes que
deberemos indagar con nuestros alumnos sobre estas cuestiones: naturaleza de los
nameros, formas de representacion, relacién entre concepto y representaciones, etc.
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Tal como vemos, la mayoria de los chistes recogen a las fracciones como
personajes humanizados, dando un sentido antropomorfico, como ocurre en los
dibujos animados infantiles. Ello puede interpretarse indicando que los alumnos
consideran que las fracciones son objetos con entidad propia, ajenas a su mundo, o
gue no pueden prestarse a alegorias humoristicas cuando figuran en su contexto de
uso. Esta sensaciéon se refuerza al ver que el contexto escolar aparece con cierta
regularidad en sus historietas.

Todas estas consideraciones junto con la sensacion
que se ha vivido en el aula nos hacen sentir que la
actividad de pedir a los nifios que inventen chistes ha
resultado una experiencia muy satisfactoria. De ella han
surgido situaciones humoristicas interesantes gracias a la
buena acogida de los alumnos, quienes se han mostrado
muy dispuestos a realizarla. Gracias a ello la primera
firmante ha editado un libro con algunas de las ideas de
los chicos, (Dri, 2007, figura 6).
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En el caso de los matechistes de fracciones se
aprecia que los alumnos se han sumergido en la tarea y
la mayoria de ellos la han realizado con interés y buen
resultado. Los nifilos muestran buen humor al plantear Fig. 6: Matechistes
chistes y lo realizan con ciertas dotes de creatividad,
ademas de prestarse a utilizar en sus manifestaciones humoristicas elementos
matematicos. Es de destacar que no aparecen en sus historietas chistes conocidos,
0 gue se puedan identificar con los que se encuentran en otras publicaciones o en
cuentos conocidos. Pese a ello podemos decir que algunos nifios han llegado
incluso a hacer humor en el sentido mas ortodoxo del término, como las vifietas 6 y
7, que pueden considerarse representantes del humor centrado en la incongruencia.

En resumen queremos destacar que los nifilos han asumido el reto y lo han
plasmado desde su propia idiosincrasia de nifios. Estos aspectos nos hacen concluir
gue la actividad ha sido pertinente y muy productiva, o que nos reafirma en su valor
educativo, a la vez que animamos sugerir a otros profesores que utilicen el humor en
Su clase y propongan a sus alumnos que generen sus propios matechistes.
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Un arbol de Navidad

Maria Isabel Borges Pérez

En la mayoria de los centros escolares cuando llegan los Ultimos dias de
Noviembre se plantea realizar algun tipo de actividad relacionada con las Navidades.
En el IES Viera y Clavijo de La Laguna, durante el afio escolar 2007/2008, el
departamento de dibujo propuso disefiar un arbol de Navidad a partir de circulos de
cartulina. No quisimos dejar pasar esta oportunidad y nos sumamos al carro. Desde
el departamento de matematicas decidimos adornar dicho arbol con estrellas

realizadas con la técnica de la papiroflexia.

Los alumnos no tenian experiencia en papiroflexia asi que se eligié una estrella
muy facil de realizar. Como se observa en las fotos, permitia combinar dos colores,
lo que le daba una mayor vistosidad, y ademas tenia dos caras diferenciadas.

A partir de un cuadrado se construia el mayor triangulo equilatero posible (lado
igual al lado del cuadrado) y se recortaba. La estrella se construia sobre dicho
triangulo equilatero. A partir de él se buscaban las tres alturas doblando “por la
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mitad” dicho triangulo. El resultado final era una estrella de seis puntas que surgia al
unir dos médulos triangulares. Se utilizaron cuadrados de diferentes tamafos y
también colores que los alumnos combinaban segun sus gustos. Las estrellas
realizadas no solo sirvieron para adornar el arbol de papel sino que también fueron
colocadas en diversos lugares del centro y adornaron los arboles de navidad que los
alumnos tenian en sus casas. A continuacidn mostramos los pasos para elaborar
dicho médulo.

xl
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En el taller realizado con los alumnos y alumnas no hubo ningun problema en
el desarrollo de la figura salvo el momento en el que se tenia que trazar la tercera
altura. Perdian la orientacion del triangulo, pero se resolvié sugiriéndoles que giraran
el triangulo siempre en el mismo sentido.

Las fotos que mostramos, realizadas por el compariero Oscar Suarez durante
la realizacion del taller, muestran con claridad el proceso y el resultado final.
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La experiencia con los alumnos fue tan positiva que al afio siguiente, y teniendo
en cuenta que teniamos el ambito cientifico de cuarto de diversificacion,
organizamos un grupo reducido de voluntarios de dicho cuarto para elaborar unas
bolas de Navidad con un poco mas de dificultad que las estrellas mostradas en las
fotos anteriores. Estas bolas parten de una base que en papiroflexia se llama base
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bomba y a partir de ésta se realiza el médulo. Se debe fijar previamente el nimero
de maddulos con los que se forma esta bola. Nosotros elegimos el pentagono por lo
gue el comienzo de la figura necesita cinco médulos, pero para formar la bola
completa hacen falta treinta modulos, lo que nos hace pensar que el nUmero total de
modulos necesario debe ser un multiplo del nimero elegido como comienzo. En este
caso se trataba del cinco.

La decoracion de las bolas una vez terminadas fue en purpurina para conseguir
un aire mas navidefio.

No fue facil que los alumnos consiguieran enganchar todos los modulos pero
con un “poquito” de ayuda consiguieron terminar con éxito la bola.

El resultado fue tan bonito que suscitd, en alumnos que no estaban en el grupo
de trabajo, el deseo de de aprender a hacer dichas bolas. La prueba de la belleza
del trabajo realizado puede verse en las fotos de Oscar, que exponemos a
continuacion.

Debemos animarnos a realizar este tipo de actividades con los alumnos, vale la
pena y fomenta la paciencia, el gusto por el proceso, la creatividad y la
psicomotricidad fina ademas de trabajar de forma informal muchos conceptos de
geometria que estan implicitos en el plegado del papel.

Y después de esta muestra no queda mas que desear

Feliz Navidad y Prospero Afio Nuevo
a toda la comunidad iberoamericana, unida por Unién.
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Problemas matematicos con historia
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Resumen

Mucha gente, no matematica, parece pensar que lo esencial en matematicas fue descubierto
hace mucho tiempo y que fue entregado a los primeros matematicos griegos por
semidivinidades como Pitagoras, en forma de teoremas misteriosos que hemos aprendido a
usar pero sin comprenderlos verdaderamente. Nada mas lejos de la realidad, los
matematicos profesionales no aceptan resultados sin pruebas rigurosas y por otra parte, son
conscientes de que aln hay mucho camino por recorrer, de que sélo se ha explorado una
parte y que ésta crece sin cesar

Abstract

Much people, nonmathematical, seem to think that the essential in mathematics was
discovered long ago and that was given to the first Greek mathematicians by semidivinities
like Pitagoras, about form of mysterious theorems that we have learned to use but without
including/understanding them truely. Nothing else far from the reality, the professional
mathematicians do not accept results without rigorous tests and on the other hand, are
conscious that still there is much way to cross, that has only explored a part and that this
grows incessa.

Algunos problemas célebres

Los griegos encontraron algunos de estos problemas coriaceos. En geometria,
por ejemplo, trataron de obtener las construcciones perfectas, sin aproximaciones,
de algunas figuras con los instrumentos que conocian: el compas y la regla no
graduada. Tuvieron éxito en algunos casos dificiles como la construccién de
pentagonos regulares pero fracasaron en los tres problemas clasicos.

La conjetura griega por excelencia, en geometria, es el quinto postulado de
Euclides sobre la existencia y unicidad de paralelas, existen otras geometrias, las no
euclideas, donde es falso.

Duplicacion del cubo

El problema “délico” se remonta al siglo VI a.c. El oraculo de Delos habia
ordenado a los habitantes de esta ciudad, doblar el volumen de uno de sus altares.

En nuestro lenguaje actual, equivale a multiplicar por 2 la longitud del lado del



bt

HleOi‘ld Problemas matematicos con historia
aitohill Antonio Rosales Géngora
Historia

altar. Puesto que los gedmetras griegos no utilizaban mas que la regla y el compas y
accedian a los niumeros por un equivalente geomeétrico, no consiguieron resolver el
problema. Hasta el siglo XIX, numerosos matematicos han tratado de resolver el
problema, a menudo infructuosamente. A veces construyendo curvas auxiliares, las
duplicatrices, como la cisoide de Diocles o la conchoide de Nicomedes

Hasta que en 1837 Wantzel, a partir de
los trabajos de Abel, demuestra que *“todo
namero construible con regla y compas es
solucion de un polinomios con coeficientes
enteros de grado una potencia de dos
(1,2,4,8,16,...)". ¥/2 es solucién de x3-2=0, que
es un polinomio con coeficientes enteros, pero
cuyo grado no es una potencia de dos. Es por
S este motivo que un problema délico es, incluso

en la actualidad, sinbnimo de irresoluble.

Cuadratura del circulo

El problema de la cuadratura del circulo, de la cubatura de la esfera y de la
rectificacion de la circunferencia son equivalentes. ¢ Es posible, con regla y compas,
construir un cuadrado de area igual a la de un circulo dado? ¢ es posible, con regla y
compds, construir un cubo de igual volumen que el de una esfera dada? ¢Es
posible, con regla y compas, trazar un segmento de longitud igual al perimetro de
una circunferencia dada? Las tres preguntas exigen construir un segmento de
longitud pi a partir de un segmento de longitud 1, con la Unica ayuda de la regla y
compas. Si esto fuera posible, significaria segun el teorema de Wantzel, que pi es un
namero construible y por tanto, raiz de un cierto polinomio. Resulta que en 1882 un
matematico aleman de las universidades de Koenigsberg y Munich, Lindemann
(1852-1939), demuestra que pi no es raiz de polinomio alguno, se dice que pi es un
namero trascendente. Esta trascendencia aporta una respuesta definitiva al mas
celebre problema de las mateméticas, la cuadratura del circulo es imposible, algo
que cologuialmente se habia aceptado antes de demostrarlo, como demuestran los
escritos de Anaxagoras en el siglo V a.c., e incluso la Academia de Ciencias, en
1775, decidio no aceptar mas escritos con las supuestas soluciones al problema. Es
importante observar que este problema de origen puramente geométrico, sélo pudo
resolverse con herramientas algebraicas, Wantel, y analiticas, Lindemann.

Triseccion del angulo

Los griegos eran capaces de trazar, con regla y compas, la bisectriz de un
segmento pero trataron, en vano, de dividir en el caso general, un angulo en tres
partes iguales. Para resolver la triseccion del angulo, los, matematicos tuvieron que
recurrir a curvas auxiliares, trisectrices, como la espiral de Arquimedes, la cubica de
L’'Hépital, la concoide de Nicomedes, el caracol de Pascal, la cubica de
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Tschirhausen... Es el teorema de Wantzel quien de nuevo permite resolver el
problema en 1837. Aunque para algunos valores la triseccion del &ngulo es posible,
es imposible en el caso general.

Apilamiento de esferas

Sir Walter Raleigh (1554-1618), aventurero y escritor inglés que particip6 en la
campafia contra la armada invencible, propuso a su amigo, el matematico ingles
Thomas Harriot, un problema, a ver si podia
resolverlo: si conocia algin método sencillo
capaz de resolver cuantas balas de cafdn
se pueden apilar en la cubierta de un barco
utilizando el menor espacio posible. O,
matematicamente, ¢seual es el
empaquetamiento mas denso posible para
un conjunto de esferas? Harriot no supo
contestar a esto y le paso el problema a
Johannes Kepler. Basandose en la intuicién,
y la observacion, Kepler contestd a Raleigh
en 1611 que el mejor modo de apilar bolas
de cafnodn tenia que ser el método con el que los fruteros apilaban la fruta en forma
piramidal (una esfera encima de tres), el llamado empaquetamiento cubico centrado
en las caras. La cuestion era si se podia demostrar matematicamente. Segun la
conjetura de Kepler, la densidad de un empaquetamiento de un conjunto de esferas

nunca excede de un numero maximo. La densidad de este apilamiento es %

Gauss demostré que este empaquetamiento era el mas eficaz de entre los de
estructura reticular pero, este resultado, no excluia la posibilidad de
empaguetamientos no reticulares.

La dificultad del problema estriba en el inmenso nimero de posibilidades que
deben ser eliminadas. A mediados del siglo XX, los matematicos ya sabian como
reducir el problema a un analisis finito. Un importante avance tuvo lugar en 1953
cuando el matematico hungaro Laszlo Fejes Toéth redujo el problema a un enorme
calculo en el que intervenian muchisimos casos especificos; al mismo tiempo sugirié
un procedimiento para resolverlo por ordenador

En 1991, Wu Yi Hsiang de la universidad de California dio una demostracion,
calificada de poco rigurosa por expertos como Conway En 1998, 387 afios después,
Hales distribuyd una prueba asistida por ordenador a la conjetura de Kepler, con
unas 300 paginas de extension y unas 40.000 lineas de cddigo hecho a medida para
la demostracion. Tras un afio de verificacion del codigo, la prueba se dio por valida
con un uno por ciento de incertidumbre y publicada en 2005 en Annals of
Mathematics con un 99 % de verificacion.
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Las trece esferas

¢, Se puede encontrar una bola B con otras trece bolas del mismo tamafio de
manera que todas toquen a B?

David Gregory, astronomo en Oxford y amigo de Isaac Newton, anoté en su
diario, en 1694, que Newton y él habian estado discutiendo sobre la cuestion.
Habian empezado estudiando como estan distribuidas por el firmamento las estrellas
de distintas magnitudes, y de ahi habian pasado a preguntarse si una esfera de
radio unitario podria o no estar en contacto con otras 13 iguales a ella. Gregory
opinaba que si; Newton disentia. Como escribe Coxeter, «tuvieron que transcurrir
180 afos hasta que R. Hoppe lograra demostrar que Newton tenia razén». Desde
entonces han sido publicadas otras demostraciones mas sencillas, la mas reciente,
en 1956, la del matematico britanico John Leech.

Newton demostroé que era posible con doce bolas y en 1952 Van der Waerden
y Schitte demostraron la imposibilidad con trece bolas.

La deformacion de una esfera

“¢ Es posible deformar una esfera de manera
gue su cara interior se vuelva su cara exterior y su
cara exterior la interior? “

En la deformacion no esta autorizada ni los
desgarrones ni los cortes aunque si es posible la
interpenetracion. En estas condiciones, Stephen
Smale demostr6 en 1958 que si era posible .En
efecto, en 1957, el joven mateméatico, Stephen
Smale, posterior Medalla Fields, la mas alta
distincion matematica, presenté a su maestro Raoul Bott un resultado sobre las
deformaciones de la esfera. En un primer examen, Raoul Bott rehusé admitir el
teorema que Smale habia demostrado.

La prueba dada por Smale era no constructiva, es decir habia demostrado que
la solucién existia pero no la construia

Imaginemos una esfera cuyo interior este pintado de rojo y el exterior de azul,
es necesario invertir esos dos colores .Bott planteaba el famoso “Muéstreme como
es posible”.

La solucion pasa por deformar la esfera inicial por una serie de

transformaciones para formar dos hojas, una superficie de Boy, llamada asi en honor
del alumno de Hilbert Werner Boy que las invent6 en 1901 en otro contexto.
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El problema de Waring(1770)

“Sea n un entero natural ¢cuantos cuadrados, cubos,..., potencias k-esimas
necesitamos afiadir para obtener n?”

Edward Waring (1734-1798) conjeturd, en 1770, que para todo namero, dos
cuadrados o cuatro cubos o diecinueve potencias cuartas o un namero finito g(k) de
potencias k-ésimas era suficiente. Lo cual es verdad, la formula de Vinogradov da

) 3)
g(k) =2 —2+(Ej |

Las etapas mas importantes en la resolucion de este problema han sido:

En 1780 el teorema de Lagrange o de los cuatro cuadrados, también conocido
como conjetura de Bachet, que establece el caso g(2)=4,por ejemplo,
31=5%+2%+1%+1% o 310=17%+4?+2?+1', en general n=a’+b*+c?+d* siendo n,a,b,c,d
naturales no nulos.

Wieferich en 1909 estable el caso g(3)=9.

En 1909 Hilbert establece que g(k) existe para todo k pero no siempre se sabe
calcular.

En 1930 Vinogradov encuentra y demuestra la formula para k>5.

En 1964 Chen establece g(5)=37 y en 1985 g(4)=19 es establecido por
Balasubramanian, Deshouillers et Dress con ayuda del ordenador, con lo cual el
problema esta resuelto. Las investigaciones han proseguido buscando valores mas
pequeiios de g(k) incluso eventualmente negativos.

Algoritmo de Siracusa

También llamado algoritmo de Hase o problema de Collatz o problema de Ulam
o problema 3n+1. El problema fue inventado en 1930 por Lotear Collatz cuando era
estudiante en Hamburgo. Tomemos un entero n, si es par tomemos n/2 y si es
impar, 3n+1 y volvemos a empezar con este nuevo numero. Parece que al cabo de
un cierto nimero de iteraciones se vuelve siempre a uno. Hase, colega de Collatz, lo
difundi6 desde la Universidad de Siracusa, USA. En 1960 fue relanzado por
Kakutani. Thwaites ofreci6 en 1996 una recompensa de 1000 libras a quien lo
resolviera. A pesar de la gran simplicidad del enunciado que ha atraido a numerosos
investigadores, los intentos han sido en vano. Hasta ahora solo se ha probado para

ndmeros naturales n < 32%
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Problema de Alhazen (1010)

El problema fue planteado inicialmente por Tolomeo y conocido hoy con el
nombre del matematico arabe Abu Ali Al-Hasan lbn Al-Haytam, llamado por los
latinos Alhazem, famoso por sus escritos en Optica y astronomia. Conocido como
problema del billar circular: “en que direccion hay que lanzar una bola colocada en
un punto A en un billar circular para que vuelva al punto A después de dos
reflexiones sucesivas”. Este problema luego se convertira en la determinacion de la
curva anaclastica. El problema original fue tratado por matematicos como Huygens,
Barrows y Ricatti de forma analitica. El problema conduce a una ecuacion de cuarto
grado resuelta como interseccion de secciones coénicas.

Aguja de Bufén (1750)

El celebre naturalista francés Georges
Louis Leclerc (1707-1788), conde de Buffon,
planted y resolvid el siguiente problema: “Sobre
una hoja de carta con lineas escritas, separadas
por un espacio d, ¢cual es la probabilidad para
7 gue una aguja de longitud | menor o igual que d,
tirada al azar sobre la hoja, corte a una de las
lineas?”. La respuesta es

21

7 d

Problema de Dido
En la Eneida de Virgilio encontramos:

“En el siglo IX antes de Cristo, huyendo la princesa fenicia Dido de su hermano
Pigmalion, rey de Tiro, que habia asesinado a su marido, llega a las tierras del Norte
de Africa (Tanez) donde alcanza un acuerdo con sus habitantes. Al querer la
princesa Dido comprar tierra para establecerse con su pueblo, el rey de aquellas
gentes solamente le consiente comprar la parcela de tierra que pueda ser cubierta
por la piel de un toro. Dido corto la piel en finas tiras formando una larga cuerda (de
unos 1000 6 2000 metros) y la dispuso de manera que cubriese la mayor parte de
terreno posible...

Resolvio asi el problema, también llamado isoperimétrico, de encontrar entre

todas las curvas cerradas aquella que delimite la superficie mas grande, anticipando
un resultado de J. Bernouilli, la circunferencia.

.
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Problema de los n cuerpos

Desde que Newton establecio las reglas de la mecanica astrondémica, se ha
tratado de saber “como evolucionara un sistema de n cuerpos del que no se conoce
mAas que su posicion inicial”. Newton fue el primero en formularlo de una manera
precisa: “Dadas en un instante las posiciones y las velocidades de tres o0 mas
particulas que se mueven bajo la accidon de sus atracciones gravitatorias mutuas,
siendo conocidas las masas de las particulas, calcular sus posiciones y velocidades
para otro instante”. Mientras que el caso de 2 (n=2) cuerpos tiene solucién, el caso
n>3 no puede resolverse. Expresar mediante ecuaciones los movimientos del Sol, la
Luna y la Tierra se resisti6 a los matematicos hasta que en 1913 Sundmann
descubrio un método muy grosero por medio de una serie convergente. Solo con
ordenador se puede aplicar este método en mecanica newtoniana.

Problema de los cuatro colores

¢Cual es el nimero minimo de colores
necesarios para colorear un mapa de manera que dos
regiones adyacentes cualesquiera tengan colores
diferentes? Este numero se llama numero cromatico
de la superficie. Sabiendo que, si c es la caracteristica
de Euler-Poincare de la superficie, se tiene que c=n-
m+f para un poliedro de n de vértices, m aristas y f
caras; y que c=2-2p-g-r para una esfera con p asas,
gorros cruzados y agujereada r veces. Heawood
habia conjeturado que ese numero (el de colores

7++/49-2c
2

La conjetura falla para la botella de Klein que puede ser coloreada con seis y siete
colores como da la férmula. En 1968 Ringel y Young demostraron que la conjetura
de Heawood era cierta para el resto de superficies excepto el plano y la esfera.
Justamente para esas dos superficies habia sido planteado el problema por Cayley
en 1879 a la Sociedad Matematica de Londres y casi un siglo después, 1976, Appel
y Haken mostraron, tras 1200 horas de célculos con ordenador, que cuatro colores
eran suficientes

minimo) era igual a la parte entera de

Medida universal

Podemos partir un segmento en n partes tales que 1) ninguna de las partes
tenga una longitud nula 2) la longitud de la union de dos partes es la suma de las
longitudes de cada una de ellas 3) dos partes idénticas (simétricas) tienen la misma
longitud.

De la misma forma, se puede encontrar para el plano una manera de medir, m,
por ejemplo la idea intuitiva de area, tal que para toda parte finita A del plano se

.
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cumpla: 1)MA)#0 ym(BUC)=m(B)+M(C) para dos partes de A disjuntas
3) m(A)=m(B) i g se puede deducir de A por una traslacion o una rotacion.

Haussdorff planted la siguiente cuestion:” ¢Se puede encontrar siempre una
medida como esta en un espacio n dimensional?”

La respuesta es si para n=1 y n=2 y no para n>2. Este sorprendente resultado
da origen a numerosas paradojas entre la que destaca la de Banach-Tarski.

Los siete puentes de Koenigsberg

La ciudad de Konigsberg, hoy Kaliningrado, se encuentra a orillas del Mar
Baltico, en territorio Ruso y a unos 50 kilometros de la frontera con Polonia. En el
pasado pertenecid a Prusia. Uno de sus habitantes mas ilustres fue el fil6sofo
Immanuel Kant.

En Konigsberg se juntan dos rios, formando una isla en su confluencia. Siete
puentes unian (ya no, pues la ciudad fue parcialmente destruida durante la Segunda
Guerra Mundial. En el siglo XVIIl se hizo popular como adivinanza o pasatiempo
averiguar si era posible cruzar los siete puentes de la ciudad pasando sélo una vez
por cada uno de ellos. La respuesta es no y fue dada en 1736, por el mateméatico
suizo, radicado en San Petersburgo, Leonhard Euler en su articulo "Solutio
Problematis ad Geometriam Situs Pertinentis", en el que resolvia el problema en el
caso general. Este trabajo es considerado como el nacimiento de la Teoria de
Gréfos, utilizada hoy en dia en una multiplicidad de aplicaciones, y también uno de
las primeras apariciones de una «nueva geometria» en la que importan solo las
propiedades estructurales de un objeto y no sus medidas. A esto se refieren las
palabras «geometriam situs» en el titulo de Euler, palabras que hoy se traduce como
topologia.
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Los 23 problemas de Hilbert

En un resumen rapido de la carrera de Hilbert podriamos citar su interés y
conocimiento de una gran variedad de disciplinas y una fuerte conexiéon con las
tradiciones matematicas del siglo XIX. A diferencia de otros matematicos como
Peano o Hausdorff, Hilbert era moderadamente modernista, su mayor habilidad
consistié en profundizar y desarrollar las tradiciones existentes. Los problemas de
1900 encajan dentro de esta descripcion

Al recibir la invitacion a dirigirse al congreso matematico en Paris, Hilbert era ya
uno de los matematicos mas destacados de Alemania, y ampliamente reconocido
fuera de su pais. Tres afios antes, Henri Poincaré (1854-1912), el Unico matematico
contemporaneo cuyos campos de interés y conocimiento se comparaban en
amplitud y variedad con los de Hilbert, habia escrito la charla central que fue leida en
su nombre en el congreso de Zurich. La charla trat6 de las relaciones entre el
andlisis puro y la fisica matemética, y Hilbert penso inicialmente que la mejor manera
de afrontar debidamente el importante honor que se le hizo al invitarlo seria referirse
a las ideas de Poincaré y presentar una vision alternativa. Su amigo Minkowski, sin
embargo, lo disuadio de tal plan, y a cambio le sugiri6 una direccion totalmente
distinta:

Lo mas atractivo, escribia Minkowski desde Zurich, seria que intentes dar un
vistazo al futuro, a enumerar los problemas a los cuales deberian dedicarse los
matematicos en adelante. Asi podrias crear las circunstancias para que se siga
hablando de tu charla en las décadas venideras. Eso si, debes tener en cuenta que
la profecia tiene sus dificultades.

El 8 de Agosto de 1900 en el Il Congreso Internacional de Matematicas de
Paris, Hilbert presenté su famosa conferencia acerca de los 23 problemas abiertos
en Matematicas. De ellos, 8 eran de naturaleza meramente de investigacion. De los
restantes 15, 12 han sido ya resueltos. Hilbert comenz6 su discurso con las
siguientes palabras:

"¢, Quien de nosotros no quisiera levantar el velo tras el cual yace escondido el
futuro, y asomarse, aunque fuera por un instante, a los avances de nuestra ciencia y
a los secretos de su desarrollo ulterior en los siglos futuros? ¢Cuales seran las
metas particulares que trataran de alcanzar los lideres del pensamiento matematico
de las generaciones futuras? ¢ Qué nuevos métodos y nuevos hechos nos depararan
los siglos por venir en el ancho y rico campo del pensamiento mateméatico?"

Los 23 problemas planteados por Hilbert fueron:
1) ¢Puede probarse las hipotesis del continuo? Esta hipotesis establece

gue no existe ningun conjunto de cardinalidad mayor del conjunto numerable
(numeros racionales) y estrictamente menor que la del continuo (nUmeros reales). La
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respuesta depende de la versién particular elegida para la teoria de conjuntos. En
1939, Godell demostrdé que la negacion de la hipétesis del continuo no se puede
obtener de los axiomas de la teoria de conjuntos de Zermello-Fraenkel. En 1963
Paul Cohen demostré que no se puede obtener como consecuencia de Zermello-
Fraenkel, por tanto la H.C. es independiente de ZF. En definitiva a la pregunta
¢estan bien ordenados los niumeros reales?, Cohen contesta que si, si se admite el
axioma de eleccion. Estos trabajos le valieron a Cohen la medalla Field.

2) ¢ Puede probarse la consistencia de la aritmética?

No, segun establecio Godell en 1931, todo sistema formal capaz de formular su
consistencia, puede también probar su inconsistencia: 2° teorema de incompletitud
de Godell.

Un resultado positivo lo dio Goentzen probando la consistencia de la aritmética
por induccidn transfinita

3) ¢Es aplicable el método euclideo de descomposicion de poliedros a
todos los volumenes? Lo que se plantea es encontrar dos tetraedros, con bases y
alturas iguales, que no puedan descomponerse en tetraedros congruentes ni puedan
combinarse con otros poliedros congruentes para formar dos poliedros que puedan
dividirse en tetraedros congruentes. La respuesta es NO. Este fue el primer
problema de la lista resuelto en 1902 por un alumno de Hilbert, Max Dehen e,
independientemente, por W.F. Kagon en 1903.

Un resultado positivo lo da la paradoja de Banach-Tarski: dos poliedros
cualesquiera, incluso de volumenes diferentes, pueden transformarse uno en otro
por descomposicion en un namero finito de partes y desplazando esas partes (las
partes no son medibles Lebesque).

4) ¢Cuales son las geometrias en las cuales el camino mas corto entre
dos puntos es un segmento de recta? En el fondo lo que se investiga es el
concepto de distancia y, en general, se considera resuelto por George Hamel (1877-
1954)

5) ¢ Existen grupos de Lie continuos? Lie establecio un sistema de axiomas
para la geometria y demuestra que este sistema es suficiente con la ayuda del
concepto de grupo continuo y asumiendo que las funciones que definen su grupo
son diferenciables. Lo que se plantea es si la diferenciablidad es inevitable o se
puede suprimir.

En 1930 John Von Newman resuelve el problema afirmativamente para los
grupos bicompactos, en 1952 Andrws Glean para los grupos localmente compactos
y para el caso abeliano. En 1953 Montgomery y Zipin cierran la respuesta
afirmativamente. Combinando sus resultados con los de Yamabe tenemos: "todo
grupo local euclideo es un grupo de Lie”
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6) ¢Puede axiomatizarse la Fisica? La matematizacion de los problemas
fisicos se volvié rapidamente obsoleta por la evolucién divergente de ambas
disciplinas (basta observar la mecénica cuantica y la teoria de la relatividad), aunque
la investigacion de “aquellas ciencias fisicas en las que las matematicas juega un
papel importante” tuvo un importante avance con los axiomas de probabilidad de
Kolmogorov en 1933.

7) Los numeros del tipo a”con @, B algebraicos, Birracional y a #0¢son
irracionales? ¢son trascendentes? Esto supone la irracionalidad o trascendencia

de 2"%.e"... El problema fue resuelto por Gelfand en 1934 y generalizado por
Schneider (1934) y Baker en 1966.

8) Riemann conjetur6 que los ceros no triviales de la funcion zeta © se

. : 1 :
encuentran en linea recta, sobre el eje critico o =5 AUn sin resolver aunque Hardy

y Weil obtuvieron resultados parciales. Probablemente lo que interesaba a Hilbert
fuese la distribucién de los numeros primos. El problema para variedades
algebraicas fue demostrado en 1973 por Pierre Deligne con la ayuda de la
cohomologia I-adica introdicida con los tabajos de Artin y Grothendieck.

9) Demostrar la ley méas general de reciprocidad en cualquier cuerpo
algebraico.

En 1923 E. Artin conjeturé una ley de reciprocidad general y la demostré en
algunos casos particulares. En 1927 resolvié el caso general inspirandose en los
trabajos de Takagi. Ese mismo afo, Artin también resolvié el problema nimero 17
de Hilbert convirtiéndose en el primero en resolver dos problemas de Hilbert en su
totalidad.

10) ¢Existe un algoritmo general para la resolucion de ecuaciones
diofanticas?

En 1970 Yuri Matiyasevich establecio la respuesta negativa basandose en los
trabajos de Julio Robinson y Martin Davis. La respuesta es que no todas las
ecuaciones diofanticas son solubles algoritmicamente.

11) Clasificar las formas cuadraticas sobre cuerpos numéricos
algebraicos.

Parece ser que Hilbert deseaba extender el trabajo de Minkowski sobre formas
cuadraticas con coeficientes racionales a cualquier cuerpo algebraico. Lo logro
Helmut Hasse en 1923.

12) ¢Se puede extender el teorema de Kronecker sobre cuerpos abelianos
a cualquier dominio de racionalidad algebraica? O equivalentemente, ¢Se

.
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pueden construir funciones holomorficas de varias variables que tengan propiedades
analogas a las funciones exponenciales y a las funciones elipticas modulares?.

El problemas esta parcialmente resuelto por los trabajos de Takagi y Hasse, y
los mas recientes de Halzapfel (1995)

13) Mostrar la imposibilidad de la resolucién de ecuaciones de séptimo
grado por descomposicion de funciones continuas de dos variables. Mas
generalmente, se trata de estudiar funciones continuas de tres variables que no
puedan expresarse por composicion a partir de funciones continuas de dos
variables. En 1954, Kolmogorov y Arnold demostraron que esta clase estaba vacia:
existen n(2n+1) funciones continuas universales ¢,([0,1]—[01]) tal que para toda

funcioén continua '[01]n [] existen 2n+1 funciones continuas

2n+1

g;[01] > [01ka.f(x,.x,...) =29, Z %, (x

En contrapartida, la cuestion de la resolubilidad de ecuaciones de séptimo
grado por funciones analiticas de dos variables aln esta abierta.

14) Estudio de la existencia de un sistema finito de generadores de un
algebra de funciones racionales sobre un cuerpo abstracto

Si se considera un cuerpo k y un subcuerpo K de E=(Xy1,Xz,..,Xn) Y hacemos
R=K[X1,..,Xs] entonces el anillo R|J k ¢ es una k-algebra de tipo finito?

La respuesta es negativa como mostrd Zariski dando una interpretacion
geométrica: existe una variedad proyectiva X de cuerpo de funciones Ky un divisor

efectivo D sobre X tal que k{J Rsea el conjunto de funciones de k que no tienen
polos sobre R. M. Nagata en 1959 resolvidé negativamente el problema.

15) Establecer el fundamento de la geometria algebraica, ¢se puede
fundamentar, en sentido formal, la geometria enumerativa de Schubert? La
respuesta afirmativa la dio Bell en 1945.

16) Problema de la topologia de curvas y superficies algebraicas.

El problema comporta dos partes: la primera concierne al nUmero de ramas
reales de una curva algebraica. La segunda plantea la cuestion de la existencia de
un numero maximal de ciclos limite para una ecuacion diferencial lineal definida por
polinomios homogéneos de grado n (aun abierta)

El problema esta parcialmente resuelto con los trabajos de Gudkov y Utkin de
1978 y los de llyashenko y Yokovenko en 1995.

.
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La conjetura de Shimura-Taniyama, propuesta en 1995, postula simplemente
esta ligazon, afirma que toda curva eliptica es una forma modular enmascarada. Los
trabajos de Wiles para obtener el Ultimo Teorema de Fermat la demostraron
parcialmente y, posteriormente, Taylor y otros la demostraron totalmente.

17) Determinar las funciones racionales con coeficientes reales que no
toman mas que valores positivos y son suma de cuadrados de funciones
racionales, ¢una funcion racional positiva sobre R" puede escribirse como suma de
cuadrados de funciones racionales? La respuesta afirmativa fue dada por Artin en
1927.

Artin da una demostracion existencial: dada una forma definida, demuestra que
existe alguna suma de cuadrados de funciones racionales que la expresa pero no
dice como construir esa suma. En 1957 George Kreisel dio un método utilizando el
analisis no estandar de Robinson, del método dijo Artin: “prefiero una prueba clara

de existencia a una construccién con 22" pasos”.

18) Construir el espacio con poliedros congruentes. El problema consta de
tres partes: a) Determinar si es finito el nimero de grupos cristalograficos en los
espacios euclideos de grandes dimensiones, fue resuelto por Bieberbach en 1910.
b) ¢ se puede llenar el espacio con regiones fundamentales idénticas que no estén
asociadas a un grupo cristalografico?, fue resuelto afirmativamente por K.Reinhart
en 1928 presentando un ejemplo en tres dimensiones c) Determinar la manera mas
eficiente de rellenar el espacio con varios sdlidos regulares, la respuesta la dio
Thomas Hale en el aiio 2000.

19) Las soluciones de problemas regulares en el calculo de variaciones
¢son necesariamente analiticas? Existen distintas variaciones del problema
dependiendo del nimero de ecuaciones o de variables involucradas. La solucién fue
iniciada por Berstein en 1904, le siguen Liechtenstein (1912), Hopf (1929), Leray-
Schauder (1934), Petrovsky (1939), Caccioppoli (1934 y mas tarde 1950-51), Morrey
(1958), De Giorgi y Nash (1958).

20) ¢Tiene solucion cualquier problema regular del calculo de
variaciones?, la solucién parcial fue iniciada por Berstein

21) Partiendo de los trabajos de Riemann, Hilbert plantea “demostrar que
siempre existe un sistema de ecuaciones diferenciales de la clase de Fuchs,
con un conjunto de puntos singulares y grupo monodrémico preestablecido.”

En 1908 el esloveno Josip Pleelj dio una respuesta alternativa a la dada por el
propio Hilbert que le valié el reconocimiento general. En 1989 el ruso Andrei
Bolibruch encontré un contraejemplo, por tanto la respuesta dada por Pleelj no solo
era incompleta, era falsa.
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22) Uniformizacion de Relaciones Analiticas mediante funciones
automorficas.

Fue resuelto por Poincare en 1907 utilizando un espacio de cubrimiento
universal, toda relacion analitica entre dos puntos de la esfera de Riemann resulta
de la eliminacion de la variable compleja entre dos funciones meromorfas definidas
bien sobre el plano complejo, bien sobre el semiplano o bien sobre la esfera de
Riemann. El problema también fue resuelto por Paul Koebe en el mismo afio.

23) Extender el desarrollo de los métodos del célculo de variaciones ¢existe
un procedimiento automatico que resuelva todos los problemas matematicos
uno tras otro? Se ha trabajado en ello y dadas respuestas parciales como la
maquina de Turing o la teoria de decisiones.

Problemas del milenio

En una conferencia publica en Paris el 24 de Mayo del afio 2000 el Clay
Mathematics Institute de Boston (USA) anuncié siete premios de un millén de
dolares cada uno a quienes resolviesen, a satisfaccién de la comunidad matematica
internacional, siete celebres problemas matematicos que permanecian sin solucion
en esas fechas y, que a juicio de un selecto comité de profesionales, estaban entre
los mas dificiles e importantes de la matemética en ese momento. En el comité
figuraban Arthur Jaffe (Harvard), presidente que fue de la American Mathematical
Society, y presidente-fundador del Clay M. Institute, y los medalla Fields, Michael
Atiyah (Cambridge), Edward Witten (Princeton) y Alain Connes (Paris). Entre los
proponentes de problemas concretos figuraban, ademas, los conocidos matematicos
Enrico Bompieri, John Milnor y Andrew Wiles. Los siete problemas son:

a) P versus NP

Es un problema acerca de la eficiencia de los ordenadores al resolver
problemas. Fue planteado de manera independiente en 1971 por Stephen Cook y
Leonid Levin, se considera que es el problema central de la computacion tedrica.
Existen problemas P que son aquellos resolubles de manera determinista mediante
algoritmos polindmicos y en un tiempo polinomial como, por ejemplo, resolver
ecuaciones; sin embargo existen otros problemas NP que pueden resolverse de
manera indeterminista conjeturando una solucion, es mas facil y rapido comprobar
una solucion que generar una nueva. Esta claro que todo problema resoluble en
tiempo polinomial (P) admite también una comprobacién rapida (NP) pero y
reciprocamente, ¢ existen problemas NP que no son P?

.
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b) La conjetura de Hodge

Fue formulada en el Congreso Internacional de Matematicas celebrado en
Cambridge (USA) en 1950 por William Vallance Douglas Hodge (1903-1975). El
tema de la conjetura es la geometria compleja, prediciendo una estrecha relaciéon
entre Geometria, Algebra, Topologia y Andlisis. El problema de Hodge consiste en
identificar qué elementos de la homologia de una variedad proyectiva compleja y lisa
se pueden representar algebraicamente.

Dicho de otra forma, el problema de Hodge pretende identificar qué formas
topoldgicas son homologas a una combinacion lineal con coeficientes racionales de
subvariedades algebraicas.

La conjetura de Hodge afirma que para ciertos espacios particulares llamados
Variedades Proyectivas Algebraicas, todo ciclo de Hodge es una combinacion lineal
racional de ciclos algebraicos.

Atiyah y Hirzebruch mostraron en 1962 que la conjetura es falsa si se usan
coeficientes enteros en vez de coeficientes racionales..

c) La Conjetura de Poincaré

Jules Henri Poincaré (1854-1912), padre de la Topologia, dedico parte de su
trabajo a clasificar algunas de las superficies que existen en el universo, asi como
gue objetos permanecen constantes por mucho que se deformen. En su conjetura
trata de establecer que, en un mundo de 4 dimensiones, una esfera no tiene ningin
agujero. A esta conclusion llegd a través del siguiente experimento: si se pone una
goma elastica alrededor de una esfera (mundo de tres dimensiones) podemos
encogerla, sin romperla y sin que deje de estar en contacto con la superficie, hasta
que forme un punto. Es la llamada conectividad simple. La conjetura, planteada en
1904, se demostro primero para dimensiones superiores, asi en 1961 Zeeman la
demostro para la 5-esfera, y Smale para las n-esferas con n mayor o igual que 7,
para n=6 fue probada por Stallings en 1962 y para la 4-esfera por Freedman en
1982.La conjetura original resistido un siglo de esfuerzos, hasta los trabajos del ruso
Grigori Perelman en 2002 y 2003 que le valieron la medalla Field, rechazada por
este, en el Congreso Internacional de Madrid. Los chinos Xi-Ping Zhi y Huai- Dong
Cao realizaron el esfuerzo de entender y escribir por primera vez los detalles de la
prueba de Perelman.

d) La Hipétesis de Riemann
Los primos han resistido el asedio de los matematicos de todos los tiempos y

siguen sin desvelar sus secretos mas profundos. Desde Euclides se sabe que los
nameros primos son infinitos, desde entonces hay una caza de ellos. Gauss

.
U N I‘i@? NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - DICIEMBRE DE 2008 - NUMERO 16 - PAGINA 235



b

HlSt(H"la Problemas matematicos con historia
aitohill Antonio Rosales Géngora
Historia

establecid, aproximadamente, el nimero de primos que hay entre 1 y N mediante la

ley = n° primos . Sobre 1730 Euler construy6 la piedra Roseta de los nimeros
logN

primos: la funcién zeta £(s), la construyé de dos maneras, como suma de numeros

S

1 . : . .
naturales: Z—S 0 como producto de primos: H . Riemann conjeturd que los
n

p* -1
ceros no triviales de &(s) estan sobre una misma recta. La HR fue propuesta en 1859

y desde entonces nadie ha podido demostrarla, ni se sabe cuanto tiempo puede
llevar el hacerlo. La hipétesis puede ser verdadera o falsa, si es verdad en los
primos reina la armonia, en caso contrario, el caos.

El 13 de Julio de 1885 Hermite y Stieltjes,en una nota en Comptes Rendus,
anuncian la demostracion de la hipétesis de Riemann que resulto falsa.

En 1896 Hadamard y La Vallée Poussin demuestran, independientemente, la
conjetura de Legendre bajo la forma definitiva del teorema de los nUmeros primos:
(ﬁ(x)log x)/x se acerca indefinidamente a 1 cuando x crece (el teorema de los

nameros primos). Quizas sea el mejor resultado obtenido hasta ahora.

e) El problema de Yang-Mills

El problema de la masa en las teorias de Yang_Mills es, de los siete, el mas
directamente vinculado a la Fisica contemporanea y el mas desconocido para la
comunidad matematica.

Sin entrar en los detalles técnicos del problema, hay una manera sencilla e
intuitiva de comprender el problema en términos puramente fisicos.

Desde finales de los afios sesenta existe una teoria fundamental que explica a
la perfeccion la teoria de las interacciones fuertes responsables de la estabilidad del
nucleo atomico.

Esta teoria recibe la denominacion de Cromodinamica Cuantica y su elemento
esencial consiste en la descripcion de la propagacion relativista de dicha interaccion
fuerte a través de una particula transmisora virtual conocida como gluén. El gluén
juega en el mundo nuclear un papel analogo al del fotbn en el mundo de las
interacciones electromagnéticas. Ambas se propagan a la velocidad de la luz, sin
embargo existen dos diferencias esenciales entre las mismas. El fotobn posee una
realidad experimental que nuestro ojos detectan en cada instante, sin embargo del
gluén soélo observamos sus efectos secundarios. La otra gran diferencia estriba en
gue el fotén es una particula sin masa lo que permite que se propague mas lejos lo
que da un alcance infinito a la interaccién electromagnética y un gran tamafio, en
términos de distancias fundamentales, al atomo y las moléculas. La interaccion

.
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fuerte generada por los gluones sin embargo es de corto alcance y no va mas alla
del nucleo atomico. Esto sugiere que el gluébn o sus particulas derivadas
responsables de la interaccién fuerte poseen en realidad una masa no nula. El
explicar este fendmeno en términos de la cromodindmica cuantica, es decir a partir
de primeros principios es el objeto del problema Clay.

Las leyes de fisica cuantica son al mundo de las particulas elementales lo que
las leyes de la mecanica clasica de Newton son al mundo macroscoépico. Hace casi
medio siglo, Yang y Mills descubrieron que la fisica cuantica revela una relacién
importante entre la fisica de particulas elementales y las matematicas de objetos
geométricos. Las predicciones basadas en la ecuacion de Yang-Mills han sido
verificadas en experimentos con altas energias realizados en varios laboratorios
alrededor del mundo: Brookhaven, Stanford, CERN (European Organization for
Nuclear Research) y Tskuba. Sin embargo, no se conocen soluciones para tales
ecuaciones que describan particulas con masa y que sean matematicamente
rigurosas al mismo tiempo. En particular, la hipotesis de "abertura de masa", la cual
es tomada como cierta por los la mayoria de los fisicos y usada en la explicacién de
la invisibilidad de los"quarks”, nunca ha recibido una justificacion matematica
satisfactoria. Para obtener progreso en este problema se requerird la introduccion de
nuevas ideas fundamentales en la fisica y la matematica.

f) Las ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones fundamentales de la dinamica de fluidos, conocidas como
ecuaciones de Navier-Stokes, surgieron del francés constructor de puentes Claude-
Louis Navier y del matematico irlandés George Stokes.

El primero en obtener estas ecuaciones fue el francés en una época (1822) en
que no se comprendia muy bien cual era la fisica de la situacibn que estaba
matematizando. De hecho, lo Unico que hizo fue modificar unas ecuaciones ya
existentes y obtenidas por Euler, de modo que incluyesen las fuerzas existentes
entre las moléculas del fluido. Aproximadamente 20 afios después, Stokes justifico
las ecuaciones del ingeniero francés deduciéndolas adecuadamente.

A pesar de que las ecuaciones de Navier-Stokes son sélo una aproximacion del
comportamiento real de los fluidos, se utilizan para estudiar cualquier aspecto que
tenga que ver con éstos; el problema es que si uno estudia el movimiento de un
fluido con estas ecuaciones, es incapaz de prever si ese movimiento se va a
mantener siempre o0 se va a complicar. Los matematicos creen que una explicacion
para la prediccion de estos fendmenos pasa por la comprension de las soluciones de
estas ecuaciones. El reto es realizar algin progreso substancial hacia la teoria
matematica que permita comprender los secretos escondidos dentro de las
ecuaciones de Navier-Stokes. En definitiva se trata de encontrar una teoria
matematica que fundamente estas ecuaciones que estudian las turbulencias en
liguidos y gases.
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g) La Conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer

Ya sabemos que no existen métodos generales para resolver las ecuaciones
diofanticas tal y como establecio en 1970 Matiyasevich al establecer la
irresolubilidad del décimo problema de Hilbert sin embargo, la conjetura de Birch y
Swinnerton-Dyer afirma que en el caso de las soluciones de las ecuaciones
diofanticas generales, cuando éstas son los puntos de una variedad abeliana, el
conjunto de los puntos que son soluciones racionales de las mismas depende de la
funcién zeta, z(n), asociada, de modo que si z (1) = 0, hay infinitas soluciones, y si
z(1) # 0, el nimero de soluciones es finito.
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AUn mas matematicas falaces

La primera norma que debe seguir el encargado de una seccion en un
periddico es: “nunca traicionaré a mis lectores”. Nosotros queremos seguir esa
norma a rajatabla y amparandonos en el dicho de que quien avisa no es traidor, este
trimestre continuamos con las falacias mateméticas.

Hemos trabajado los errores matematicos en demostraciones numéricas o
utiizando ecuaciones simples, vamos en esta ocasion a ver otro tipo de
demostracion utilizando funciones algo mas complicadas, aunque veremos que
muchas de ellas son demostraciones muy simples.

Vamos a comenzar con un bloque utilizando desigualdades.

Demostracion de que 0>3

Elegimos un namero cualquiera mayor que 3 X>3
Multiplicamos ambos términos por 3 3x>9

En ambos miembros restamos x* 3X—x?>9—x?
Descomponemos en producto X:(3=x%x)>(3+x)(3-x)
Dividimos ambos miembros por 3 — x X>3+X

Como ultimo paso simplificamos el valor comun x y llegamos a: 0>3

Demostracion deque 1 <0

Esta demostracion la encontré en una pégina, uno de cuyos autores es gran
amigo y gue aconsejo porque tiene una gran variedad de contenidos relacionados
con las mateméaticas www.matesymas.es. A pesar de su simplicidad creo que resulta
curiosa.
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Tomamos un nimero cualquiera que sea negativo Xx<0
. . x 0
Dividimos la desigualdad por x —<—
X X

De donde, operando en cada término, llegamos a: 1<0

Otra demostracion deque 1 <0

A la fuerza nos van a convencer de que uno es mas pequefio que cero porque
veamos la siguiente demostracién utilizando logaritmos, que ya son palabras
mayores, aunque en el fondo es la misma demostracion anterior.

Tomemos un nimero menor que la unidad x<1
Tomamos logaritmo neperiano en ambos miembros Lhx<In1l
Dado que el In 1 vale O Lnx<0
Basta dividir por el In x y llegamos de nuevo a: 1<0

Siempre que sea posible, me gusta meter alguna aportacién personal al tema
gue estemos tratando. Asi que vamos a ver una variacion que yo utilizo en clase
para llamar la atencién a los alumnos sobre las operaciones que se realizan con
desigualdades, y como hay que tener un cuidado especial, que normalmente ellos
no tienen, al realizar las inecuaciones.

En primer lugar les pregunto que si cualquier numero verifica la siguiente
desigualdad

X+1>x

tras obtener una respuesta positiva les hago el siguiente razonamiento.

Elevamos ambos miembros al cuadrado (x+1)? > X
Desarrollamos el cuadrado X2+ 2x+1>x%°
Simplificamos el valor comdn 2x+1>0

Si ahora resolvemos la inecuacion X > ~3

Por lo tanto, con la demostracién anterior resulta que la desigualdad inicial de

L . 1 .
Xx+1>x sOlo se cumple para los numeros mayores que R Mis alumnos,
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generalmente, tienen dificultad para localizar rapidamente donde esta el paso
erréneo y tardan su tiempo en ver donde han cometido el error.

En una de las demostraciones anteriores hemos utilizado el logaritmo
neperiano, vamos a ver un par mas de demostraciones donde también lo utilizamos.
Aunque, por supuesto, las demostraciones serian exactamente iguales si
utilizdramos un logaritmo de cualquier base.

Demostracion deque 2<1

1 1
Partimos de una desigualdad con fracciones 2 < 2
. o . 1Y 1
Escribimos el primer término como una potencia 3 < 2
2
Tomamos a continuacion logaritmos en ambos miembros In (ij <In (lj
- . . . 1 1
Utilizando las propiedades del logaritmo de una potencia 2-In E <In E
Y dividiendo ahora por el In(1/2) llegamos por fin a: 2<1

Demostracion deque 1 =-1

Por supuesto, los logaritmos no pueden liarla solo en las desigualdades,
también en las igualdades pueden conseguir resultados asombrosos como el
siguiente.

Partimos de una igualdad (-1)*=1
;gtrgﬁg?;)s logaritmo y aplicamos la propiedad del logaritmo de una 2In(=1) = In 1
Como el logaritmo de 1 siempre vale cero 2In(-1)=0
Dividimos entre 2 In(-1) =0
Aplicando lo mismo que en segundo paso In-1)=In1l
Y quitando los logaritmos de la igualdad: -1=1
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Vamos a continuacion a ver un par de falacias utilizando el concepto de series
y sucesiones.

Demostracion deque 0=1

Esta primera seguramente serd conocida por todos nuestros lectores, pues es
de las que se utilizan siempre para llamar la atencion sobre la suma de series
infinitas.

Partimos de que 0 se puede expresar como

=0+0+0+
suma de infinitos ceros 0=0+0+0+....

Los ceros se pueden escribir como suma de _
dos valores opuestos 0=01-H)+A-D+{T-D+....
Aplicando la propiedad asociativa 0=1+(-1+41) + (-1+1) + (-1+1) + ...

Y anulando de nuevo la suma de elementos

opuestos 0=1+0+0+0+.....

De donde obtenemos lo previsto 0=1
Esta demostracidén se puede generalizar a cualquier nimero distinto del 1, pero
también podemos seguir aplicandola y ver que todos los niumeros son iguales, ya

que si en el penultimo apartado volvemos a hacer los pasos vistos:
0=1+(1-1)+(1-1)+...
0=1+1+(-1+1)+ (-1+1)+ ...
0=2+0+0+0+ ...
Y por tanto llegamos entonces a que 0 = 2 y de ahi hasta el infinito.

Demostracion deque 2=1

En este caso vamos a incluir una nueva herramienta, la derivada. Tomamos un
valor x que sea distinto de cero, para poder dividir después por él.

Partimos de una igualdad en la que se

: 2=xX+ X+ X+ +
fundamenta el producto en una suma repetida. XKEZXFXFEXT e X (x veces)

Derivamos respecto de x en ambos miembros. 2Xx=1+1+1+... + 1 (x veces)
Por tanto obtenemos la igualdad 2:X=X

Dividiendo por x encontramos la falacia. 2=1
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A continuacion, vamos a ver dos demostraciones muy parecidas de que 1y -1

son la misma cosa utilizando la unidad imaginaria.

Nueva demostracion de que 1 = -1

Partimos de una igualdad -1=-1
. L L, 1 -1
Convertimos cada término en una fraccion —1 = T
. . 1 -1
Tomamos la raiz cuadrada en ambos miembros _1 = T
5 V1 V-1
Descomponemos en fraccion —_— =
-1 1
- . . L 1 i
Utilizamos el valor de la unidad imaginaria. - = 1
I
Quitamos los denominadores multiplicando en cruz 12=j2
Dado que i2 = -1 llegamos a la igualdad buscada =-1

Venga otra demostracion de que 1=-1

Veamos como el proceso anterior se puede complicar un poco mas. Ya
sabemos que si metemos mas operaciones en una demostracion, conseguimos que
aumente exponencialmente el nUmero de personas que se pierden en ella, con lo
que aun es mas dificil localizar el paso donde se han aplicado incorrectamente las

reglas matemaéticas.

Para no repetir innecesariamente los pasos de la demostracion anterior, vamos
a saltar directamente al paso numero 5, pues los anteriores serian exactamente

iguales.

Partimos de la igual del paso 5° anterior

Dividimos por 2

. 3
Sumamos a ambos miembros 2—
i

Multiplicamos ambos miembros por la unidad i

Py , ,
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i 3 i° 3
Efectuamos los productos —t—=—+4—=
2t 21 2 2
o 1 3 -1 3
Ahora simplificamos todo lo que se pueda —t—=—+—=
2 2 2 2
Y por ultimo efectuamos la operacion de cada miembro 2=1

Obsérvese que en la demostracion anterior podriamos haber dado un giro

2
distinto si hubiésemos operado en el paso 3, pues habriamos obtenido ;:I ;3
[ [

por lo que al acabar con la igualdad Zizzz el paso siguiente hubiese sido
i 2

demostrar que 4 = 2.
Ultima demostracién de que 1 = -1

Vamos a acabar con las demostraciones de que el signo es irrelevante cuando
se trabaja con el 1. Esto es algo que nuestros alumnos conocen intimamente, por
€s0 no tienen ningun reparo en quitar el signo se pueda o no. Voy a repetir una
demostracion muy simple, pero que tal como decian en el blog donde la encontré
(lamento haber perdido la direccién), para “vacilar’ a los de letras ya sirve.

Vamos a encadenar todas las operaciones en una sola igualdad:

1=\1=(-D)-(-1) =v/-1-/-1=i-i=i?=-1

Vamos ahora con la Ultima falacia matematica, en este caso utilizando
trigonometria.

Demostracion de que 0 =4

Partimos de la igualdad fundamental de la trigonometria sen?x + cos?x =1
Despejamos el término del coseno Cos?x =1 -sen?x
Tomamos la raiz cuadrada COSX = m
Sumamos la unidad a ambos miembros 1+cosx=1+ m
Elevamos al cuadrado 1+ coS x (1+ m)
Tomamos a continuacion el valor de 180° para x 1-1)% = (1+ \/1__0)2

De donde llegamos a lo esperado 0=4
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Con esta ultima demostracion vamos a hacer algo que hasta el momento no
habiamos hecho, incluir la explicacion, y vamos a explicar el porqué.

La mayoria de las demostraciones que hemos incluido en estas dos entregas
aparecen en muchos lugares de Internet, uno de ellos es un articulo que se puede
descargar en pdf desde la direccion

http://www-fa.upc.es/websfa/fluids/TIM/pdf/Paradojas_acertijos_y demostraciones_invalidas.pdf

El articulo, escrito por el profesor Roberto Mufioz Sanchez, lleva por titulo, tal
como se ve en la direccibn de Internet, Paradojas, acertijos y demostraciones
invalidas. Es muy interesante porque hace una recopilacion de las paradojas y
demostraciones mas usuales, y en concreto de estas Ultimas afiade una solucion
explicando donde esta el fallo. Pero en esta ultima demostracion dice no tener claro
donde se encuentra el error, por eso lo explicaremos aqui.

La falacia se encuentra en el paso 3° cuando hallamos la raiz cuadrada. Ya
sabemos que al extraer una raiz de indice par obtenemos dos posibles soluciones
una positiva y otra negativa. Por regla general se toma solo la positiva, pero hay que
tener cuidado en casos extremos como éste, porque no pueden surgir errores. En
nuestro caso en concreto, ya sabemos que el coseno para 180° vale —1 por lo que al
extraer la raiz cuadrada deberiamos haber tomado la parte negativa y de esa
manera el desarrollo no hubiese terminado en una falsedad.

Con esto terminamos con las demostraciones falaces, no sé si alguno de los
lectores tendra alguna otra que conozca y que no se encuentre en esta relacion, si
quiere compartirla con todos nosotros, agradeceriamos que nos la enviara a la
direccion josemunozsantonja@yahoo.es. Un afectuoso saludo y hasta la proxima.
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Problema?

Se escriben los numeros naturales del 1 al 9 inclusive y luego se pintan usando
los colores rojo, azul y verde. Cada numero se pinta con un solo color, de tal modo
que cada numero pintado de rojo es igual a la suma de un numero pintado de azul
mas un namero pintado de verde.

¢, Cudl es la méxima cantidad de numeros que se puede pintar de rojo?

Tal como esta propuesto, éste es un problema no rutinario de optimizacién,
cuya solucion completa requiere una demostracion de que la cantidad que se dé
como respuesta sea efectivamente la maxima; sin embargo, pensando en usar este
problema poniendo mas énfasis en el aprendizaje que en la evaluacion, resulta muy
interesante explotar las posibilidades didacticas y matematicas que ofrece, al
describir la situacién y proponer diversas actividades individuales y grupales de
dificultad graduada, que orienten hacia su solucion completa. Por su caracter ludico
y por requerir basicamente saber sumar los nueve primeros numeros naturales y
reconocer colores, podria proponerse aun en los primeros grados de primaria, con
las adecuaciones del caso.

A continuacién hacemos una propuesta de actividades, a partir de la cual se
puede hacer modificaciones segun el nivel educativo en el que se desee aplicar:

Situacion:

Se escriben los numeros 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8 y 9 y luego se pintan segun las
siguientes reglas:

1. Solo se pueden usar los colores rojo, azul y verde.

2. Cada numero se pinta con un solo color.

3. Cada numero pintado de rojo es igual a la suma de un numero
pintado de azul mas un numero pintado de verde.

! Problema creado por el ex olimpico peruano Israel Diaz y propuesto en el Perd, a los alumnos de
primero y segundo afios de secundaria, en la etapa final de la Olimpiada Nacional Escolar de
Matematicas del 2008.



Actividades individuales

a) Juan pintd los numeros de la siguiente manera:

1 4 6 7 8 9
Pedro dice que Juan no ha respetado todas las reglas.

Examina si Pedro tiene razén. En caso que la tenga, ¢Cual de las reglas
no respetd Juan? ;Por qué? ;Se puede cambiar el color de uno de los
nameros y tener asi todos los numeros pintados respetando las reglas?
¢, Cual? s Hay sdélo una posibilidad?

b) Carlitos empezo a pintar los numeros y se le ocurrié pintar el 2 de azul, el 6

de verde y el 9 de rojo. Muestra que es posible mantener estos colores del
2,6y9 yterminar de pintar los nueve numeros respetando las reglas.

c) Examina si es posible pintar los nueve numeros respetando las reglas y que

al final el 4, el 5y el 9 sean rojos.

d) Examina si es posible pintar los nueve numeros de modo que al final se

tenga cinco numeros pintados de rojo.

Actividades grupales

F.

Comparar y examinar las respuestas dadas en las actividades individuales.

. Dar una respuesta del grupo a cada una de las actividades individuales.
. Maria afirma que cualquier par de numeros puede pintarse del mismo color.

Examinar si esta afirmacion es verdadera.

. Examinar si es posible pintar los nueve numeros, de modo que al final se

tenga mas de tres numeros pintados de rojo

Demostrar que cuatro es la maxima cantidad de numeros que se puede
pintar de rojo.

Crear un problema a partir de una situacion similar a la dada y resolverlo.

La idea es proponer actividades que faciliten la comprension de las reglas,
sobre todo la tercera. Quien oriente el trabajo de los participantes debe tener clara la
condicion necesaria que se establece en esta regla; concretamente, si un numero se
pinta de rojo, necesariamente debe haber uno pintado de verde y otro pintado de
azul, cuya suma sea aquel pintado de rojo.

Formalmente, si denotamos M ={1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9}y aR, bAycV significan
que los numeros a, b y ¢ estan pintados de rojo, azul y verde respectivamente, la
tercera regla establece que:

aR =>3JdpeMa3igeM,p=q,talesque pAAQV Ap+Q=a

Sin embargo, si — por ejemplo — el 2 esta pintado de azul y el 4 de verde, no
necesariamente el 6 debe estar pintado de rojo.

.
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Comprender bien esta regla, lleva a afirmar que — en la primera actividad
individual — Pedro tiene razén, pues el 7 esta pintado de rojo y no hay dos numeros,
uno pintado de azul y otro de verde, cuya suma sea 7. La situacion se corrige si el 2
se cambia al color azul. Otra posibilidad es cambiar a verde el color del numero 1,
pero esto compromete el color del 4. El lector queda invitado a corregir la situacion
cambiando el color de otro numero.

La tercera actividad grupal permite trabajar la idea de contraejemplo, que es
tan importante en la matematica y que lamentablemente su presencia no es
significativa en los textos ni en las clases. Para desarrollar esta actividad, basta
examinar si ese color comun puede ser el rojo, ya que es el que conlleva una
condicion necesaria. Se puede concluir que la afirmacion de Maria es falsa
mostrando como contraejemplo que existe un par de numeros que no pueden ser del
mismo color: el 3 y el 4 no pueden ser ambos rojos, pues 4 solo puede expresarse
como suma de 1y 3 (como suma de 2 y 2 es imposible, pues 2 sblo puede ser
pintado de un color); en consecuencia, si 4 es rojo, el 3 tiene que ser azul o verde.
¢ Existen otros contraejemplos para demostrar la falsedad de la afirmacién de Maria?
Ciertamente con el mostrado es suficiente, pero dejamos la inquietud para el lector.

Para concluir, damos una demostracion de que 4 es la mayor cantidad de
numeros que se puede pintar de rojo. Hemos optado por una demostracién que no
necesariamente es la mas sencilla, pero permite usar criterios generales, validos
también para problemas mas complicados.

En la demostracion hacemos uso del siguiente criterio:
Si se encuentra una cota superior k del conjunto de valores posibles que se
examina en el problema de optimizacibn y se exhibe un caso que
corresponde a esa cota (es decir, se muestra que es posible alcanzar ese
valor k), entonces el maximo es k.

Veamos:

Luego de unos calculos, encontramos casos como los siguientes

Verde| Azul | Rojo Verde| Azul | Rojo
1 3 4 4 1 5

2 6 5 6 2 7

9 7 3 8

8 9

Como no encontramos casos en los que haya mas de cuatro numeros pintados
de rojo, conjeturamos que 4 es la mayor cantidad de numeros que se pueden pintar
de rojo, respetando las reglas.

.
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Pasemos de la conjetura a la demostracion:

1. Seanr, ay v las cantidades de numeros pintados de rojo, azul y verde,
respectivamente.

2. Esclaro que r, ay v son numeros enteros no negativos y que

r+a+v=9

3. Supongamos que sea posible que r =2 5

4. En consecuencia a+v<4

5. Sumando un numero azul con los v nimeros verdes, obtenemos v
sumas; y como son a numeros azules, en total obtenemos av sumas
(considerando inclusive las repeticiones que se pudieran presentar).

6. Como cada rojo tiene que ser la suma de un azul y un verde, debe
ocurrirque r <av

7. Sin embargo, como a + v <4 y todas las posibilidades aritméticas

resultan de:
a=0vy ve{01234}
a=1yve{0123}
a=2yve{0l2}
a=3yve{0l
a=4vyv=0,

es claro que en todos los casos av < 4

8. En consecuencia, por lo obtenido en los pasos 6 y 7 y por la
transitividad de la relacion de orden, r < 4

9. Esto es una contradiccién, pues al inicio supusimos quer =5

10.Por consiguiente, la cantidad de numeros que se pueden pintar de rojo
es a lo mas 4. Asi, hemos encontrado que 4 es una cota superior del
conjunto de valores posibles y hemos mostrado hasta dos casos en
los que efectivamente hay cuatro numeros pintados de rojo. Con esto
queda demostrado que 4 es la maxima cantidad de numeros que se
puede pintar de rojo.

El lector queda invitado a pensar en demostraciones mas sencillas. Una
posibilidad es comenzar observando que — obviamente — no pueden ser 9 rojos ni 8
rojos, y analizando que tampoco pueden ser 7 rojos, pues con solo dos numeros,
uno azul y otro verde, es imposible obtener las 7 sumas diferentes que se
requeririan. Se puede continuar, haciendo analisis y descarte similar al considerar 6
rojos y 5 rojos.

.
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En su coleccion ‘Estudios de Hoy’, la Editorial Narcea acaba de publicar el libro
Matematica Inclusiva, escrito en coautoria por Angel Alsina y Nuria Planas,
profesores de las Universidades de Girona y Autonoma de Barcelona
respectivamente. Se trata de un libro interesante por diversos motivos, pero
fundamentalmente porque es capaz de integrar reflexiones tedricas de gran
complejidad con buenos ejemplos de aula. A lo largo de sus paginas, se argumenta
que una Educacion Matematica inclusiva —basada en el pensamiento critico, la
manipulacion, el juego y la atencién a la diversidad— tiene que destacar los contextos
donde se piensan las practicas, los grupos de conocimientos implicados y la
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especificidad de las personas en la reformulacion de contenidos matematicos.
Desde estos supuestos se plantea una vision de la Educacion Matematica abierta e
integradora, exigente con el conocimiento matematico y atractiva y util para las
personas. A mi entender, este libro complementa, actualiza y amplia varios aspectos
de otro libro publicado en la misma coleccion hace una década, Matematica
Emocional.

Matematica Inclusiva tiene multitud de valores afiadidos, entre ellos, la
referencia constante a las necesidades del alumnado y del profesorado de
matematicas, pensadas en el contexto dado por la época actual. Los cuatro primeros
capitulos —El pensamiento critico, la manipulacion, el juego y la atencién a la
diversidad— dan voz a grupos de profesores con los que se ha colaborado en la
planificacion, el disefio, la implementacion y, sobre todo, la validacion de las
actividades matematicas que se ofrecen; la voz de los alumnos esta especialmente
presente en las fases de planificacion y de disefio, cuando se da prioridad a sus
intereses en la organizacion de la practica matematica escolar. Todas estas voces
expertas se articulan en un discurso comun con voces de profesionales e
investigadores en el area de Didactica de la Matematica o en areas afines: voces
clasicas como las de Josep Estalella y Pedro Puig Adam; histéricas como las de Lev
Vygostki y John Dewey; institucionales como las de la OCDE y el NCTM
norteamericano; fundamentales como las de Hans Freudhental y Paulo Freire; y
actuales como las de Mdgen Niss y Ole Skovsmose, entre otras.

Es especialmente reconfortante que los autores no eludan el debate sobre la
calidad. Cuando se ha hablado de calidad en Educacion Matematica se han
sugerido ideas muy distintas, incluso opuestas. Muchas veces la calidad ha
significado una cantidad relevante de buenos resultados escolares; otras veces con
esta nocion nos hemos referido a la eficiencia de unos ciertos programas
curriculares con unos grupos de alumnos. En Matematica Inclusiva, se examina la
calidad desde otro punto de vista, mucho mas cualitativo: una Educacién Matematica
de calidad es aquella que resulta accesible y comprensible para todo el mundo sin
que ello lleve a prescindir del aprendizaje de conocimientos matematicos basicos ni
redunde en una simplificacién del discurso de ensefianza de las matematicas. Mas
tarde, se nos explica que la diversidad de ritmos de aprendizaje y de intereses del
alumnado obliga a diversificar los modelos de ensefianza de las mateméticas y los
tipos de actividades para que tenga sentido pensar en la condicion de accesibilidad
“para todo el mundo” y “todo el mundo” pueda llegar a tener una vision global de la
Matematica, de su peso especifico en nuestra sociedad y de su papel en el
desarrollo de una educacion critica.

En el ultimo capitulo del libro, Hacia un enfoque integrado, podemos leer el
siguiente texto: “La mayoria de tareas mateméticas se centran en los conocimientos
sobre las mateméticas y no en los conocimientos sobre el mundo. Una de las
consecuencias de este enfoque es que se piensa sin contextualizar-ya sea
manipulando, jugando y/o atendiendo a la diversidad—, llegandose a penalizar en

.
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algunas ocasiones a quien piensa contextualizando. Sin embargo, no hay
confrontacion entre unos y otros conocimientos, aunque a menudo se plantee de
este modo en el entorno escolar. Para trabajar bien las matematicas han de
trabajarse bien conocimientos de los mundos fisico y social; muchos de ellos ayudan
a anticipar el desarrollo de los procesos de pensamiento matematico y, después,
contribuyen a validarlos (...). Cuando alguien piensa mateméticamente, deberia
apelar a multitud de conocimientos construidos a lo largo de su experiencia.
Cualquier respuesta o resolucion en matematicas deberia surgir de integrar
procesos de inferencia basados en conocimientos de ambitos distintos”. En los
capitulos anteriores se han sentado las bases de estas afirmaciones, algunas de
ellas ciertamente controvertidas.

Viceng¢ Font

Universitat de Barcelona
Espafna
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ThatQuiz para profes
Autor de la Aplicacion: Andrew Lyczak

Direccion: http://www.thatquiz.org/es/

Introduccion

Me niego a comenzar esta resefia de la misma forma que lo he hecho en los
ultimos afios. Estamos en el siglo XXI y el cambio ya se ha producido, no hay marcha
atras. ¢Quién va a negar que el presente de la Educacion deba tener un componente
tecnologico?

En este caso hemos elegido una Web que sigue un patrén de lo mas “clasico”:
ejercitacion pura y dura de los contenidos vistos en el aula. Pero la potencia de la
tecnologia nos permite entrar en otra dimensién rompiendo las barreras espacio-
temporales del aula. El alumnado puede trabajar desde cualquier lugar donde haya un
ordenador conectado a Internet, desde Cochabamba (Bolivia) a Garachico (Espafia),
incluso se podria montar un grupo de clase interoceanico con nuestros estudiantes a
los dos lados del charco. El profesor, por otro lado, recibe puntualmente estadisticas
del proceso y los resultados, ya corregidos, con todo tipo de detalle y de forma
gratuita.
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El plan “A”

Para sacar partido a esta Web lo primero que se nos ocurre es acceder con
nuestros estudiantes a las distintas secciones para ejercitar algun tema visto en clase.
En este plan “A” nos olvidamos de registros y simplemente entramos a practicar.

Aritmética Dinero

91 - | = -57 "’.

Valor =€ 5 -

Calculo

.
I (18x°-50x*) dx = ox
1

Los ejercicios son altamente configurables y en la zona izquierda de la pantalla
se eligen las opciones: cantidad de preguntas (Largo), nivel de dificultad, duracion y
mas elecciones que dependeran del tema seleccionado. En la imagen el estudiante ha
terminado una prueba de Potencias y se le muestra una pantalla con informacién muy
atil. Por ejemplo, en la parte inferior, nos dice que hemos tenido 3 fallos, se expone
donde hemos fallado y la opcion de corregir los errores probando de nuevo. También
se observa que el alumno ha tardado 1 minuto y 22 segundos en realizarla,
obteniendo una nota de un 70%.

' . . o 7
La_rgo_ 0_lal Raices & Potencias A_Eenado_
Nivel: 5 [+] Equivocado - 3
Duracion : | Abier|~| Reloj: 1:22
Pausa: No [~]
Correqir los errores thatquiz
Potencias matemdticas
Raices |
Logaritmos [
Sencillo @

Avanzado Pulse OK 0
presione ENTER
para finalizar la
respuesta.

Nota 70%

Cumplido 10 Respuestas Equivocadas
Sin cumplir 0 4

Acertado 7 ;4:232 (123‘5

Equivocado 3 ?3:343 (256]

Tiempo 1:22 Sl

Segundos (Media aritmética)|8.2
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La aplicacion nos permite trabajar Matematicas a distintos niveles barajando los
ejercicios aleatoriamente. A alumnos distintos se les plantean cuestiones distintas que,
ademas, se refrescaran cada vez que se entre. A continuacidbn se muestran mas
ejemplos de los contenidos de la Web:

’*'th" Medidas
]
B
&
4 ey
H "..'\f

X _'E L:#' i- ~

L d ﬁﬂ';". g, Ay Ik
2 @ :E'-i,?—»@::'-'-"’
- ‘?:":'ﬁ“ ..":.l".‘, :
A :
: | .u them! 21 al & gl
1
w3 £ 4 2 8 2 4 E B W
Toque tres puntos de la ecuacion I

y = 5x—4 Largo - em o

Geometria Grificas

9
Y ) N |
LCusmtos mas Broe de vino se vendisron gue ros de
soda?
Volumen = T o ) 3

El plan “B”

Ahora comienza, segun nuestro parecer, lo realmente interesante de ThatQuiz.
Pulsando el boton “Registrarse ahora” y rellenando un sencillo formulario nos
habremos inscrito como profesores en el sistema, abriéndose asi una nueva gama de
posibilidades.

Esta Web ofrece un servicio de pruebas electronicas gratis para profesores.
Cuando nuestros estudiantes hacen una prueba con ThatQuiz se les revelan las notas
de inmediato y podemos ver todos los resultados y estadisticas de forma instantanea.
Desde la zona del profesor conseguiremos administrar los grupos que tengas,
configurar las pruebas o exdmenes, ver el detalle de las notas y estadisticas de los
grupos y de los alumnos. Estas y otras posibilidades se describen en el siguiente
enlace:

http://www.thatquiz.org/es/instructions.html
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thatquiz
Sargiov Profe

Clases
WESD -

Ver Pruebas

Wer Notas

Editar Clase

Clase Nueva

Prusbas camunss
Enteros
Fracciones
Conoepios
Geomeliia
Vocabulano
Geografia

1°ES0 Pruebas Asignadas |

Motas | | Mobfcas | | EBminar || Copiar || Editar | Juntas | | kmponas | | Compartin
Codigo Mombre Tipo # Duracion Hecho Nivel Asignado
DPFE2238 Medidas (cm)lsora Medidas 10 Abseria ] 1 20080506
1EBH7810 Ajgebra Algebra 20 Abeerts 1 i 0080437
wWaOD7a12 Punlos (ldenbficar & Dibagar) Puntos G0 Abeetta 14 5 2008 04 27
AXFR5335 Grificas Grificas 10 Abisrta 1 1 2008.03.03
ZURS2307 Decimales (Antmética) Decimal 20 00 ] 50 2008.0218
TRAIO4E3 Polencias - Raices Rair-Polencia 20 Abeeita 15 3 20080210

En la imagen se muestra la zona del profesor donde hay un grupo de 1°ESO con
todas las pruebas que se le ha asignado:

A continuacion explicamos someramente como seria el proceso que debe seguir
un profesor para introducir una clase en el sistema después de haberse registrado:

PonE

clase” donde podremos:
Introducir contrasefias, si lo creemos necesario.

Decidir si queremos gue los estudiantes vean las notas.
Ver el enlace de la clase con todas sus pruebas asignadas.

En primer lugar creamos nuestro grupo de clase pulsando “Clase Nueva’.
Se introduce el nombre del grupo y el nombre de los estudiantes.

Una vez se haya terminado se pulsa el boton guardar.

A partir de ahora si queremos cambiar cualquier cosa debemos ir a “Editar

thatquiz
Sergiov Profe

Clases
2°Bach CCSS

[=]

Ver Pruebas
Ver Notas

Editar Clase
Clase Nueva

-

Editar Clase

Nombre de la clase : 2%Bach CCSS

Pagina de clase: hitp/iwww thatquiz org/es/classpage?007b04608762071

["I Pagina con contrasefias - recomendada
Todos examenes requieren contrasefias
Estudiantes pueden ver notas [con contrasefias]

It

Pruebas comunes
Enteros
Fracciones
Conceptos
Geometria
Vocabulario
Geografia

Otras pruebas
Disefio
Directorio

m

[Alarg

ar

[Cancelar]

[ Guardar ] [EIiminarCIase

© 0N O R LN S

Nombre
. |Abigail
. |Cristofer
.| David R.
. |David T.

Gema

. Jennifer
. Lucia
. Luciano

. |[Nayima

Apellido
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Ahora explicaremos brevemente el proceso para asignar una prueba a una

clase:

1.

2.

Primero se debe seleccionar el grupo de clase y después se crea la
prueba. Para ello elegimos en “Pruebas comunes” el tema que nos
interese.

A continuacién de forma sencilla configuramos una prueba a nuestra
medida y antes de salir le asignamos dicha prueba al grupo pulsando el
boton “Asignar”

En ese momento la prueba ya estd asignada y el alumnado podra
acceder a ella de muchas formas:

¢ Yendo al enlace de la clase y seleccionando su nombre.

e Utilizando la clave (Ej.: “TRAI0483") que devuelve la aplicacion y
gue los alumnos debe introducir en la zona izquierda de la pagina
principal para realizar el examen.

e También, al editar la prueba, aparece un enlace que podemos
facilitar a los estudiantes para que puedan practicar antes de
hacer el examen definitivo.

thatquiz | Calculo
4
sergiav Profe Largo: |20 |= rtﬂﬂilﬂﬂ J‘ .

Clanas Mzl | | 5 1{ 1J
e -' il s j. |:3:('E+1:| dx L:—12xl2:| dx
Vier Prstbas Orden ; Azar |= 4 2
Ver Motas
Editar Clase Demvadas 513!2-& £1Eh|2u:b|
Chase Nupea Inlegrales @ . :
Pruebas comu ? raxzm ri—mx—ﬂ]dx
Sl L Rénovar 1 'y
Enieros : :

K& Aritmalica .~ | Mombre Auln [V _Cﬂxl:h J—ligx"—zx;dx
< COmpanar Calculo (negraies) 3

'.'2 '&P;;H:;as Assgnar j}hd‘ f(ﬁﬁ*ﬁllm
_|: Caleuln Para Iodas clases
Fracciones rhﬂx?' e J:‘-Qx? -
Conceplos 1
Genmena # %
Vocabulanio Lt#x- 2y Lt ~45-1] i
Geogralia . 1
Ctras pruebas Eﬂx?m L 1547 dx
Disafio i :
Declono Lﬁxz d .LE“I =

Para terminar

A estas alturas de la resefia so6lo hemos podido explorar una parte de la web
pero le proponemos al lector que visite el siguiente enlace:

http://www.thatquiz.org/es/teacher.html

En este encontraremos una herramienta que nos permite personalizar las
preguntas al maximo y un “Directorio de pruebas publicas” con examenes elaborados
por profesores de todo el Planeta. Estos comparieros comentan en la web:
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“Estoy usando vuestro programa con mis alumnos de primaria, es
fenomenal, en estos momentos creo que es el mejor, felicidades. “
Jordi Arbones - Catalunya, Espafia

“Los felicito por la elaboracién de semejante pagina. Gracias a ustedes
ya tengo donde estudiar en internet.”
Juan Carlos Reales Pertuz - Barranquilla, Colombia

“Al ser un programa abierto (posibilidad de eleccion de pruebas por parte
del profesor, de seleccionar temas y preguntas...) posee la capacidad de
adaptarse a los diversos tipos de alumnos especialmente a aquellos que
presentan déficits atencionales, socioculturales y/o de aprendizaje.”
Francisco Moreno Carmona - Madrid, Espafia

“La practica escrita con libreta y los numerosos ejercicios de ThatQuiz
han hecho que mis alumnos en general, sobre todo aquellos que les
cuesta mas, hayan tenido un buen rendimiento.”

Xavier Medina Irigoyen - Barcelona, Espafia

“Le felicito por la creacion y el disefio de esta pagina. He visto el
mejoramiento en el aprendizaje de las matematicas y el entusiasmo del
estudiantado al utilizar el programa. Gracias a este programa he podido
trabajar de forma individualizada con los estudiantes en el laboratorio de

Andrew Lyczak

matematicas.”
Mario Soto - San Sebastian, Puerto Rico

Ficha educativo-técnica

Nombre ThatQuiz

Autor Andrew Lyczak

Direccion WEB http://www.thatquiz.org/es/

Contenido Matematicas, geografia y vocabulario

Nivel Primaria, Secundaria, Bachillerato (7 a 17 afios)

Sistema ThatQuiz aprovecha de HTML dindmico para administrar las
pruebas. Se recomienda Internet Explorer 6 para ordenadores con
Windows o Firefox para Macintosh y Linux.

Licencia “Lo que ofrecemos: Software limpio y educativo para escuelas en
cualquier pais del mundo aunque sean ricas o pobres,
sobresalientes o marginalizadas. Esperamos que aprovechen todos
de la préactica aqui disponible. Este servicio es gratis para el uso
educativo. Copyright © 2004-2008 Andrew Lyczak.”

Resefa:
Sergio Darias Beautel
Tenerife, Espafia
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cesire”
creamat
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CREAMat

Autora de la Aplicacién: Equip del Creamat (centre de recursos per ensenyar i
aprendre matematiques)

Direccion: http://phobos.xtec.cat/creamat/

¢, Qué es el CREAMat?

Para entender los contenidos que podemos encontrar dentro de la Web del
CREAMat hemos de conocer primero de qué organismo estamos hablando y qué
objetivos se plantea.

Las siglas CREAMat corresponden, traducidas del catalan, a Centro de
Recursos para Ensefar y Aprender MATematicas, una unidad del Departament
d’Educacié de la Generalitat de Catalunya dedicada al apoyo de la investigacion e
innovacion educativa en matematicas y que trabaja en colaboraciéon con otros
servicios similares dedicados a otras areas, como las ciencias experimentales, las
ciencias sociales, la tecnologia o las lenguas. Pero el nhombre construido por estas
siglas, CREAMat, trasciende la oficialidad del titulo, para intentar mostrar el espiritu
de lo que desde este servicio se pretende:



CREAMat
Matematicas on la red Equip del Creamat, (centre de recursos per ensenyar i aprendre matematiques)

e Crear un centro de referencia a donde el profesorado pueda acudir
para encontrar ideas, sugerencias y respuestas a sus inquietudes.

e Crear un punto de encuentro donde compartir experiencias educativas
novedosas, tan aplicables al aula como sea posible.

e Crear impulsos que conduzcan hacia la mejora de la practica educativa
en mateméticas.

Desde esta perspectiva el concepto de recurso, tal como se entiende desde
CREAMat deja de referirse s6lo a objetos para referirse también a ideas.

En el trabajo diario del CREAMat se contempla la coordinacién de trabajos de
investigacion educativa realizados por profesorado, la busqueda de préacticas de
especial interés, la exploracién de las inquietudes diarias del profesorado que esta
en las aulas y la indagacién o elaboracion de respuestas a estas inquietudes, la
organizacion de talleres, seminarios y conferencias...

De todo lo expuesto hasta ahora se deduce el peso especifico que adquiere la
creacion de un espacio Web desde donde difundir este conjunto de propuestas y
gue se constituya en ese punto de encuentro citado anteriormente, como minimo de
forma virtual.

Para ayudar a los personajes a superar las diferentes cuestiones planteadas el
nifio debera realizar sencillas operaciones matematicas pero que exigen prestar
mucha atencion a los datos, las ayudas y las pistas que se ofrecen en el enunciado.

Descripciéon de la Web

La Web del CREAMat esta en proceso de crecimiento y aunque su estructura
actual no es todavia la definitiva, si que lo es su concepcion global.

Una de las primeras cosas que vemos al entrar en la Web es el espacio de
noticias. En él se recogen tanto las novedades que genera la propia actividad del
CREAMat como la informacién sobre todos aquellos acontecimientos o
convocatorias provenientes del sistema escolar o del entorno social que pueden
tener una relacion directa con la educacion matematica.

Gran parte del peso actual de la Web recae sobre el apartado de recursos y, en
el futuro, este peso ha de aumentar todavia mas con la incorporacion de nuevos
contenidos. Cabe destacar algunos de sus subapartados:

e Conferencias: la mayoria de conferencias organizadas por el CREAMat
son retransmitidas en directo por internet y grabadas para posibilitar su
visualizacion posterior desde la Web. En este subaparatado, y hasta la
fecha, podemos encontrar las realizadas por Marius Serra, Carlos
Gallego, Rafael Pérez, Carme Burgués, Abraham Arcavi y Fernando
Blasco.

-
U N l@ NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA -DICIEMBRE DE 2008 - NUMERO 16 - PAGINA 262



CREAMat
Matematicas on la red Equip del Creamat, (centre de recursos per ensenyar i aprendre matematiques)

e Alia: encontramos los enlaces para el visionado de los diferentes
episodios de una serie de videos matematicos realizados para
Televisio de Catalunya. Acompafian a estos enlaces, material de
soporte didactico de cada uno de los capitulos, tanto en lo que se
refiere a propuesta de actividades como a las competencias
relacionadas. CREAMat, ademas, colaboré directamente en fase final
de la confeccion de guiones y posproduccion de la serie.

e Familias: ademas de encontrar noticias sobre actividades de educacion
matematica para realizar “en familia” se incorporan ideas sobre cémo
se pueden trabajar las matematicas desde el entorno familiar.

e Soporte curricular: es un area pensada especialmente para atender las
dudas e inquietudes del profesorado. En tiempos en que lo cambios
curriculares son rapidos y frecuentes se ha de intentar ofrecer
orientaciones directas y respuesta agil para evitar la sensacion de
desorientacibn que estos cambios nos puedan producir. Aqui
encontramos estructurados en forma de tabla de los curriculos de
primaria y secundaria en Catalunya, asi como una tabla de indicadores
para ayudar a graduar la rigueza competencial de una determinada
actividad matematica o modelos de algunas de estas actividades.

Es importante hacer referencia a los enlaces que se encuentran en la Web del
CREAMat relacionados con dos proyectos con los que el centro mantiene una
estrecha colaboracién: la organizacion de las XIV JAEM vy la creacién de un Museo
de Matematiques de Catalunya (mmaca).

Futuro de la Web del CREAMat

La Web del CREAMat esta en crecimiento. Entre otras iniciativas, en un futuro
relativamente préximo se piensan difundir, mediante entrevistas grabadas y enlaces
a internet, investigaciones y materiales elaborados por profesorado durante licencias
de estudios. También se quieren incorporar pequefos videos de actividades de aula
que presenten un interés especial.

Un proyecto de mayor ambicion y de alcance mas largo es el de realizar un
recubrimiento completo del curriculum a través de recursos de todo tipo,
entendiendo estos recursos en el sentido amplio apuntado en la introduccién del
articulo: materiales manipulables, herramientas multimedia, contextos, aspectos
histéricos, modelos de problemas y actividades... El objetivo es empezar a concretar
este recubrimiento durante este curso simultaneamente a la creacion de una
plataforma de consulta teleméatica para su gestion.

Resefa:

Anton Aubanell
Catalufia, Espafia
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ESCUELA SECUNDARIA MIXTA No. 44

RED YIRTUAL DE APRENDIZAJE

ﬁﬁ BIBLIOTECA YIRTUAL MAESTROS FUNDADORES 1995

COLECCIOMES DOCUMENTOS DIGITALES ACERYDS ESPECTALIZADDS

LITERATURA CLASICA Indice por Autores COMPENDIOS TEMATICOS

A|EBE|C|D|E|F|G|H|TI|J|K|L|M|N

GRANDES POETAS EDUCACION CULTURA
o|P|Q|R |5 T|W ¥ |W | X | Z
GRANDES ESCRITORES CIEMCIAS PAISES
Eitg:JL?RR:SRICANDS BIBLIOTECAS DIGITALES TEMATICAS
COLECCION DE LIEROS ESPANOL MATEMATICAS CIENCIAS EDUCACION CULTURA
CIEMCIAS SOCIALES GEOGRAFIA HISTORIA FORMALCION CIENCIAS HUMANIDADES
LIBROS DE HISTORIA INGLES ED. FISICA ARTISTICAS RE¥ISTAS ELECTRONICAS TEMATICAS
:;:zﬁ:‘isggﬁmu i TUTURIA ASEISE.I,.:EI..:JLRA EDUCACION CIEMCIA
LIBROS DE PISCOLOGIA CULTURA OTROS
LIBROS DE AUTODAYUDA EJERCICIOS PLAN CLASE WEBQUEST

LIBRO% DE MAGLA

Recursos Didacticos de Educacion Matematica Secundaria
en México. Biblioteca Virtual Maestros Fundadores 1995

Autor de la Pagina: Escuela Secundaria Mixta No. 44

Direccioén: http://www.secundariamixta44.calidadpp.com/red/biblioteca/

Introduccion

La Biblioteca Virtual Maestros Fundadores 1995 de la Escuela Secundaria Mixta
No. 44 (http://www.secundariamixtad4.calidadpp.com/m), perteneciente al sistema
estatal de la Secretaria de Educacién Jalisco en México, contiene una serie de
materiales interesantes para el trabajo de docentes de educacién secundaria
obligatoria actualizados a la ultima Reforma Educativa del afio 2006. Este portal es
uno de los mas completos del nivel.

Los servicios que ofrece el portal se dividen en tres grandes ramas que se
describen a continuacion: Colecciones, Documentos electronicos y Acervos
especializados.



Recursos Didacticos de Educacion Matematica Secundaria en México.
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Biblioteca Virtual Maestros Fundadores 1995

Escuela Secundaria Mixta No. 44

Colecciones:

COLECCIONES

LITERATURA CLASICA
GRANDES POETAS

GRAMNDES ESCRITORES

ESCRITORES
LATINDAMERICANDS

COLECCION DE LIBROS

CIEMCIAS SOCIALES

LIBRODS DE HISTORIA L
FICCION, MISTERIO Y °
CIEMTIFICOS

LIBRODS DE PISCOLOGIA °

LIBROS DE AUTDAYUDA

LIBROS DE MAGIA

Literatura Clasica

Grandes Poetas

Grandes Escritores

Escritores Latinoamericanos

Ciencias Sociales

Libros de Historia

Libros de Ficcién, Misterio y Cientificos

Libros de Psicologia

Libros de Autoayuda y

Libros de Magia

Documentos Electrénicos que incluyen:

¢ Un indice por autores en orden alfabético,

¢ Una coleccidbn muy interesante organizados
Plan de Estudios de
Educacion Secundaria conforme la reforma

por materias del

2006

e Actividades Educativas

de aprendizaje.

Acervos especializados, en los que encontramos:

e Compendios Tematicos de Educacion, Cultura,

Ciencias y por Paises
e Bibliotecas Digitales de
Ciencias y Humanidades

e Revistas Electronicas de Educacion,

Ciencias y otros temas

En lo particular me referiré en esta referencia, a los

que

Educacion,

incluye
Ejercicios para los alumnos en linea, Planes
de Clase como orientaciones didacticas a
los docentes y WebQuest como estrategias

DOCUMENTOS DIGITALES
Indice por Autores |
E|F|G|H|I|J|K|L|M| N

A|B|C|D

QR |5 TWw ¥ |w| X |¥|Z

REFORMA EDUCACION SECUMDARLA 2006 ‘

ESPANDL

o|pP

MATEMATICAS CIEMCIAS

GEOGRAFLA HISTORIA FORMACION

INGLES ED. FISICA ARTISTICAS |

ASIGNATURA
ESTATAL

ACTI¥IDADES EDUCATIVAS

EJERCICIOS

TUTURLA

PLAN CLASE WEBQUEST

ACERYDS ESPECIALIZADDS

COMPENDIOS TEMATICOS

EDUCACTON CULTURA

CIEMCIAS PAISES

Cultura,

BIBLIOTECAS DIGITALES TEMATICAS

EDUCACION CULTURA

Cultura,

CIENCIAS HUMANIDADES

RE¥ISTAS ELECTRONICAS TEMATICAS

EDUCACION CIENCIA

interesantes materiales de educacibn matematica de
secundaria, orientada a docentes de dicho nivel.

CULTURA OTROS
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Para ello, organizaré éste analisis en cuatro grandes rubros:

1. Materiales de la reforma de la educacion secundaria en México del afio
2006

Ejercicios en linea de educacion matematica

Planes de clase dirigidas a docentes de educacion secundaria

WebQuest como estrategias didacticas de educacion matematica
Acervos especializados de educacion

abrwn

1. Materiales reforma de la Educacion Secundaria en México del afio 2006

DOCUMENTODS DIGITALES
Indice por Autores |
A|B|C | |D|E|F|G|H I |3 K |L|MI|N

o|plog|RrR|s |[T|u|vy|w|x ||z ’
Vb .  DIBLIOTECA VIRTUAL

REFORMA EDUCACION SECUNDARIA 2006

1995

1 1 -
v F A{Jfﬁ?ﬁﬁnw S ndadores
W, - T E
e 1

ESPARDL MATEMATICAS CIENCIAS ’ v hm
GEDGRAFLA HISTORIA FORMACION 1 | T- ', - ‘c&
INGLES ED. FISICA ARTISTICAS | 1L_—vl, %‘ 1
TUTURIA ASIGNATURA f ¢ zl"| :,‘r
* %k
’ Ll A
EJERCICIOS PLAN CLASE WEBQUEST .

México realizo una importante reforma a la Educacion Secundaria Obligatoria en
Mayo del 2006, comenzando la implementacion de un nuevo Plan y Programas de
Estudio en el ciclo escolar 2006-2007. Entre los materiales que contiene son sustento
para la planeacion didactica como lo son:

e Programa de Estudios

¢ Orientaciones Didéacticas con intencionalidad
didactica y planes por clase

e Recursos Didactico como Libro para el
Maestro, Fichero de Actividades y un Boletin
mensual

e Para saber mas, con link de la Biblioteca
para la Actualizacion del Maestro

e Experiencias, con links sobre informes del
avance en la aplicacion del Plan de Estudios
y los Planes de Clase en diversos planteles
en México.
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En este blogue, encontramos interesantes actividades en diversidad de
aplicaciones, tales como los ficheros de actividades, que tienen una practica sencilla 'y
de interés para los educandos, pues a través de preguntas orientadoras, facilitan el
aprendizaje y manipulacion de materiales.

La orientacion didactica de este material es la construccion de conocimientos en
forma socializada lo que permite el desarrollo de habilidades motoras y sensoriales en
forma colectiva, permitiendo una experiencia agradable al momento de manipular las
matematicas.

2. Ejercicios en linea de educacion matematica

Indice por Autores |

I

BC|(D|E|F|G|H|I|J|KI|L|M|HM

]

P QR 5 T|U ¥ | w | = T o Ejercicios de Aritmetica

Tarjetas Aritmeticas

REFORMA EDUCACION SECUNMDARIA 2006

Teorema de Pitagoras

ESPARNOL MATEMATICAS CIEMCIAS
Campana de Gauss
GEOGRAFIA HISTORIA FORMACION
Crucigramas Matematicos
IMGLES ED. FISICA ARTISTICAS
ASIGNATURA Acertijos
TUTURIA ESTATAL .
ACTI¥IDADES EDUCATI¥AS Tabla de Multiplicar del Dos
EJERCICIOS PLAM CLASE WEBQUEST

Mumeros Romanos

Sokodu

En este bloque encontramos una seleccién de diversos ejercicios extra-clase que
sirven de apoyo al docente en temas de mayor complicacion, muchos de estos
ejercicios son en formato java o html.

Entre la tematica se encuentran ejercicio aritmeticos, algebraicos y geometricos
gue soportan estas acciones.

Entre los ejercicios recomendables encontramos los rompecabezas
matematicos, numeros romanos y acertijos.
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3. Planes de clase dirigidas a docentes de Educacion Secundaria

DOCUMENTOS DIGITALES

Indice por Autores |
A |B |C|D|E|F|G|H|I|J|KI|L|MM|N

OfPJQR|s ||TJU ¥ |w x|Y|E& PLAN CLASE CONFORME AL PLAN DE ESTUDIOS 2006

MATERIA Anual Primer Grado Sequndo Grade Tercer Grado
e ]
ESPARiOL
ESPANOL MATEMATICAS CIENCLAS o o o e R e o e e e R e e e e e
GEOGRAFIA HISTORIA FORMACION R P e K e R X R PR e P T 212223242526
INGLES D, FISICA ARTISTICAS | MATEMATICAS 3.0[32[3.3[5.4[353.6[2.7]3839] | 1.1[3.2[3.3[2.4]3536 .78 3432333433237
— e e W ntfaaafeafases mEEEE
ESTATAL 5.1)5.25.3/5.4)5.5(5.6 5.15.25.35.4 5.1)5.2/5.3(5.4)5.5
ACTIYIDADES EDUCATIYAS
EJERCICIOS PLAN CLASE WEBQUEST

Los planes de clase son uno de los mas interesantes materiales encontrados en
este portal, ya que permiten llevar de la mano cualquier catedra de matematicas de
educacion secundaria abarcando todos los temas que conforman el plan, a través de
consignas de trabajo muy sencillas que se pueden desarrollar faciimente en una hora
clase de cualquier institucion del nivel.

También sirve como repaso para niveles de bachilleres.

Plan de clase (1/5)
Curso: Matematicas 3  Apartado: 1.1 Eje tematico: SNyPA

Conocimientos y habilidades: Efectuar o simplificar calculos con expresiones
algebraicas tales como: (x + a)~ (x + a) (x + b); (x + a) (x — a). Factorizar
expresiones algebraicas tales como: x° + 2ax + @ ax” + by, X + bx + ¢, ¥° — a°.

Intenciones didacticas: Que los alumnos obtengan la regla para calcular el
cuadrado de la suma de dos numeros.

Consigna. Con las siguientes figuras (Fig. A, Fig. B y Fig. C) se pueden formar
cuadrados cada vez mas grandes, ver por ejemplo el cuadrado 1, el cuadrado 2
y el cuadrado 3. Con base en esta informacion completen la tabla gque aparece
enseguida. Trabajen en equipos.

Fig. A Fig. B Fig. ©

]

N\ I\ B\
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4. Webquest como estrategias didacticas de educacion matematica

DOCUMENTOS DIGITALES
Indice por Autores |
A|B|C | |D|E|F|G|H I3 |[K|L|MI|HN
o|P | Q| R 5 T u ¥ oW | X T Z

REFORMA EDUCACION SECUNDARIA 2006

ESPAROL MATEMATICAS CIEMCIAS
GEOGRAFIA HISTORIA FORMACION
IMGLES ED. FISICA ARTISTICAS |
TUTURLA ASIGNATURA

ESTATAL

ACTI¥IDADES EDUCATIVAS

EJERCICIOS PLAN CLASE WEBQUEST

En este blogue encontramos un
buen nimero de WebQuest provenientes
de diversos paises de orientacidon del |losideas econémicas se encuentran a cicrio a nusstre clrededor .. si,
, L. . aungue no consideremos a la Economic como parte de nuestros dias,
area de matematicas que perm|ten UNa |sinc que la vemes per televisian como un problema de los demdas, con
mejor VinCUIaCién del uso del Internet con frecuencia estameos empleande términos econdmicos en muchas

circunstancias ...
el alumnado. El acceso a este bloque y
sus actividades es abierto, por lo que
simplemente se selecciona la WebQuest
a trabajar y se conoce todo el desarrollo || 2

de las mismas.

INTRODUCCION

Fensemos juntos:

09

scuanias veces invoca las palabras Precio, vawr, & E I E i )
El uso de estas estrategias Costoz ..o “inflagién’ (Uff qué térming feoll), "desempleo’, efc efc

didacticas son las de mayor efectividad

en educacion secundaria, debido a que |IAREA

permiten el uso combinado de Ila

t | , | I d t f d | Recordemos algunos términos antes de zambullimos en nuestra ardua

ecnologia al alcance dentro y tuera de ?unmdeequm%

aula. : e

5. Acervos especializados de educacion

ACERYOS ESPECIALIZADOS

Este bloque contiene un importante acervo de bibliotecas [, .
digitales especializadas en temas educativos, de ciencias y cins o

humanidades, sin duda, una de las mas completas en el
Internet.

BIBLIOTECAS DIGITALES TEMATICAS

EDUCACION CULTURA

CIENCIAS HUMANIDADES

Por su parte, encontramos un importante vinculo de
revistas de caracter cientifico y de analisis educativo, lo que nos
lleva de la mano para conocer cualquier tema de actualidad que
se oriente al area de docencia matematica.

RE¥ISTAS ELECTROMICAS TEMATICAS

EDUCACION CIEMCIA

CULTURA OTROS
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Biblioteca Digital

Wi At e e e CHERY,

Mi recomendacién sobre este portal es los planes de clase que sirven de guia
para los docentes en su labor diaria, ya que estan muy bien disefiadas para el trabajo
con alumnos con una adecuada planeacion y en concordancia con el Plan de Estudios
de Matematicas de Educacién Secundaria de los tres grados de dicho nivel.

Sin duda, estas orientaciones y materiales hablan del trabajo realizado por los
docentes en México y la dedicacién en dicha area por las Academias de Maestros.
Aunque la Biblioteca Virtual esta en crecimiento, ya ofrece muy interesantes
materiales en su conjunto.

Resefia:

Julio César Antolin Larios

Presidente de la Fundacion Iberoamericana para la Excelencia Educativa AC
Guadalajara, México

antolinjc@yahoo.com.mx

http://fundacion.calidadpp.com/AntolinJulio.htm
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Resumen

El nimero y calidad de recursos disponibles en Internet como ayudas para la ensefianza y el
aprendizaje de la matematica se va incrementando progresivamente. Para los niveles de
educacion primaria y secundaria destacan tres sitios web: NLVM, National Library of Virtual
Manipulatives, Utah State University (http:/matti.usu.edu/nlvm/nav/); NCTM, Illluminations
(http://illuminations.nctm.org/); y MEC, Proyecto Descartes (http://descartes.cnice.mecd.es/);
en los que se incluye, para su libre uso, una coleccion de programas interactivos, planes de
lecciones y ejemplos para los distintos bloques de contenido matematico.

En el presente trabajo analizaremos descriptiva y comparativamente los proyectos citados,
intentando identificar algunas variables sobre las que se puede actuar para mejorar el disefio
y la utilizacién de los simuladores. Seguidamente, abordaremos algunas explicaciones
posibles sobre por qué varios trabajos de investigacion recientemente publicados constatan
una fuerte tension entre las altas expectativas depositadas en las TIC para favorecer la
ensefianza y el aprendizaje de la matematica y la baja integracion de estas tecnologias en
las clases.

Abstract

The amount and quality of the resources available on the Internet used to help the teaching
and learning of Mathematics, have been increasing progressively. At Primary and Secondary
education levels three web sites stand out: NLVM, National Library of Virtual
Manipulatives, Utah State University (http:/matti.usu.edu/nlvm/nav/); NCTM, Illluminations
(http://illuminations.nctm.org/); and MEC, Descartes Project (http://descartes.cnice.mecd.es/).
These sites include a collection of interactive programmes, lesson plans and examples to be
used freely in the different areas including Maths contents.

In the present report we will analyse, in a descriptive and comparative way, the projects
mentioned, trying to identify some variables on which to act to improve simulators design and
use. Then, we will also work on some possible explanations about why many research works
which have been published recently show a strong tension between the high expectations on
TCI (Information and Communication Technologies) to favour the teaching and learning of
Mathematics and the low integration of these technologies within the classes.

1. Introduccioén

La presencia de las Tecnologias de la Informacion y Comunicacion (TIC) en los
contextos educativos, da cuenta de una significativa cantidad de recursos



Arte y artefactos en la educacion matematica. Un recorrido por 3 sitios Web

Patricio Guillermo Cocconi

tecnologicos (ya sea en la modalidad de applets' u otros tipos de programas
interactivos) que, usados en forma adecuada, se convierten en una herramienta
potente y con interesantes funcionalidades para la ensefianza y el aprendizaje de la
matematica.

Un mathplet (hombre que reciben las miniaplicaciones cuando se utilizan para
la educacion matematica) es un pequefio programa generalmente escrito en un
lenguaje informéatico llamado Java (aunque también pueden ser componentes de
animaciones Flash, Windows Media Player, JavaScript, Tec, etc. que se ejecutan
dentro de otros programas como FireFox, IE y Opera) que se puede insertar en una
pagina web para ‘darle vida’. Los mismos se presentan a los ojos del usuario como
escenas interactivas a modo de pizarras electronicas que permiten modificar
parametros y observar el efecto que se produce en la pantalla. Su caracteristica
principal es estar dotados de una interfaz de gran versatilidad y operabilidad y ser
independientes de cualquier plataforma (lo que los hace muy adecuados para ser
utilizados en Internet).

El uso de estas herramientas no es complicado y en comparacion con otros
programas, no requiere dedicar demasiado tiempo para la explicacion de su
funcionamiento. Es por ello que, desde el primer contacto y con algunas
aclaraciones del docente, el alumno sera capaz de manipularlos correctamente.

Estos recursos didacticos virtuales han sido creados con la intencién de
favorecer metodologias activas y participativas, que permitan al alumno trabajar la
matematica de forma experimental, esto es, interactuar con los objetos matematicos,
construirlos, producirlos, investigar propiedades y relaciones, hacer conjeturas,
realizar simulaciones, extraer conclusiones, etc.

De esta manera, con tales herramientas, el profesor dispone de un medio para
presentar de forma atractiva y dinamica distintos conceptos y procedimientos, asi
como, para fomentar la actividad y reflexion matemaética.

2. Sitios Web

Actualmente, es muy numerosa la cantidad de sitios web dedicados a facilitar la
ensefianza y el aprendizaje de la matematica a través de la utilizaciéon de medios
informaticos.

En origen el término ‘applet’ es un diminutivo de application a través de la reduccién a ‘appl’ y la
union del sufijo ‘et’. Esta terminacion de diminutivos (similar a nuestras formas en ‘ito’) lo tomo el
inglés del francés: por ejemplo, de pochette, "bolsita", salié en inglés pocket, "bolsillo". Por tanto, el
significado seria "micro-programa o miniaplicacién”, y estos son precisamente algunos de los
nombres que se han propuesto para el applet en castellano.
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Gran cantidad de instituciones de prestigio (Ministerio de Educaciéon y Ciencia
de Espafia, Utah State University -EEUU-, National Council of Teachers of
Mathematics -EEUU-, George Mason University -EEUU-, Carnegie Mellon University
-EEUU-, Universidad Nacional Autébnoma de México, Drexel University -EEUU-,
Trinity College Dublin -Irlanda-, University of St. Andrews -Escocia-, University of
Tennessee at Chattanooga -EEUU-, Universitat Bayreuth -Alemania-, University of
Cambridge -Inglaterra-, Viena University -Austria-, etc.) han reconocido en los
mathplets una excelente oportunidad para promover el enriquecimiento del campo
perceptual y de las operaciones mentales involucradas en los procesos de
descubrimiento, construccion, estructuracion y analisis de contenidos matematicos.

En el presente articulo, analizaremos descriptiva y comparativamente tres
proyectos extraidos de la red, dedicados a impulsar el desarrollo y difusiéon de
recursos didacticos virtuales: NLVM, National Library of Virtual Manipulatives, Utah
State University (http://matti.usu.edu/nlvm/nav/); National Council of Teachers of
Mathematics, llluminations (http://iluminations.nctm.org/); y Ministerio de Educacién
y Ciencia de Espafa, Proyecto Descartes (http://descartes.cnice.mecd.es/).

El analisis de las propuestas se hara en funcion de tres ejes: la claridad
comunicativa, los aportes originales en el disefio hipermedial (siguiendo algunos
principios expuestos por San Martin, 2003) y las potencialidades pedagdgicas de
cada una (tomando como principal insumo los aportes de Franzolin y otros, 2006).

2.1. Universidad de Utah. Biblioteca Nacional de Manipuladores Virtuales

http://matti.usu.edu/nlvm/nav/

Este sitio es producto de un proyecto financiado por la National Science
Foundation (Fundacioén Nacional de Ciencia), que comenzo en 1999 con el objetivo
de desarrollar una biblioteca de manipuladores virtuales interactivos para contribuir a
la ensefianza de la matemética (con énfasis en los grados Kinder-12).

El portal esta bien organizado y otorga como principal caracteristica la
posibilidad de explorar el sitio en dos idiomas: inglés y espafiol.

La informacion esta expuesta de manera sencilla y sintética y la navegacion se
torna simple y lineal.

Una vez dentro de la biblioteca, se nos presenta un cuadro de doble entrada en
el que se cruzan 5 bloques de contenidos (‘Numeros y operaciones’, ‘Algebra’,
‘Geometria’, ‘Medidas’ y ‘Analisis de datos y probabilidad’) con 4 conjuntos de
grados (Pre-Kinder a 2, 3a 5, 6 a8y 9 a 12). Clickeando en cada cruce es posible
acceder a una serie de recursos didacticos virtuales especialmente disefiados para
trabajar contenidos del bloque elegido, en los grados correspondientes a la
subdivision seleccionada.
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Cada recurso, y quizas aqui radica la novedad mas significativa del sitio, viene
acompafiado de una serie de sugerencias muy Utiles para el usuario. Asi, se
propone un listado de actividades, que en general estan muy bien secuenciadas y
responden a los enfoques didacticos mas aceptados por estos dias; y se brindan
algunas recomendaciones para el docente, en las que se detallan objetivos de la
actividad, sugerencias metodoldgicas y criterios de evaluacion (entre otras cosas).

También, cada manipulador estd acompafado de una serie de instrucciones de
uso, escritas en forma clara y sencilla; y de los estandares de la Asociacion de
Docentes de Matematica de EEUU (NCTM), considerados al momento de disefiar la
herramienta (esto ultimo sélo se puede leer en inglés).

La biblioteca es extendida y refinada constantemente a través de otros
proyectos, tales como eNLVM, que es un proyecto que busca desarrollar unidades
interactivas para la ensefianza de la matematica (también de la Universidad de
Utah).

La velocidad de transferencia de los datos es alta a pesar que tenemos que
esperar unos segundos hasta que se ejecuten los mathplets. Y el recorte tematico
del sitio es apropiado, aunque se podria desarrollar y dejar planteada la posibilidad
de poder realizar enlaces hacia otras rutas. O sea, se propone, a modo de
sugerencia, superar la estructura cerrada del sitio para generar otra red hipertextual
mas abierta.

El sitio en si es innovador, sobre todo porque no es frecuente que una
Universidad se comprometa con un proyecto que se ocupe de cuestiones vinculadas
a la did4ctica de la matematica. Sin embargo, el aspecto visual, especialmente la
arquitectura de la interfaz de los mathplets no logra el mismo nivel de elaboracion
conceptual para integrarse eficazmente al sentido innovador de la propuesta.

NLVM. Universidad de Utah NCTM. Proyecto llluminations

¥ ¥

Completa el patron V Sound
v -

13, 6. 1 8:.. "
15, 1 | y C:yj

o o

.ﬁ.. i
e, W,

Revisar | Problema Nuevo | jvj }

. Number of Qutfits Made: 3 Make A Guess Your Guess: 0
Figura 1 k
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Ademas, en algunas actividades, el error no es considerado como parte del
proceso de aprendizaje. Asi, por ejemplo, en la actividad titulada ‘Hagamos un trato’
en la que se explora el problema de ‘Monty Hall’, al preguntarsele al usuario
(alumno) acerca de cudl es la mejor estrategia para ganar en el juego, el mathplet no
nos permite pensar nuevamente la respuesta en caso de gque ésta sea incorrecta,
sino que por el contrario, la reaccién inmediata de la miniaplicacién es ofrecernos un
cartel en el que se menciona lo que deberiamos haber contestado y porqué. De esta
manera, el mathplet no admite que el alumno reflexione sobre sus propios errores y
reelabore la respuesta.

En otras actividades, cuando nos equivocamos, el simulador simplemente
seflala que se ha cometido un error, sin proponer segundas preguntas o ayudas que
acompafen el pensamiento del usuario (ver por ejemplo, ‘Juego de la vida’' y
‘Rompecabezas de numeros’).

Completa el patréon

4 4

. -4 4 . -
e o
4 5 e o e 5 . Hagatnos un 1. 5i nunca cambias tu opcidn inicial, jouantos juegos ganarias?
: . Trato
Los nimeros en ambos recuadros son incorrectos. 1/3 delos juegos | 2/3 de loz juegos 1/2 de los jusgos

, Mo exactarnente. 51 nunca cambias tn opcidn inicial, tu expectativa es ganar

n 1/3 de los juegos.
Revisar Problema Nuevo

Juegos: 0 . . 5
2. 5i siempre carnbias tu opcidn inicial, jouantos juegos perderias?

G P

0 0 273 delos juegos | < 1/2 de los juegos P 1/3 de los juegns

Mo, si siernpre cambias tu opcidn inicial, perderfas solamente cuando ty opcidn
inicial era el premio ganador. Por lo tanto, tu expectativa es perder 143 de log
juegos. Es decir, ganarias 263 de los jusgos

5 3. 5ijuegas 'n' juegos (siendo 'n' par) ¥ aplicas la estrategia de carnbiar en
Estrategia exactamente 1a mitad de 1oz juegos, joudntos jusgos ganarias?
Jucgos Ml'lltip165| 12 delos juegos | Todos | 143 de los juegos
F|gura 2 BT | Jugar Otra Vez |

2.2. Ministerio de Educacién y Ciencia de Espafia. Proyecto Descartes

http://descartes.cnice.mecd.es/

El proyecto Descartes ha surgido por iniciativa del Programa de Nuevas
Tecnologias de la Informacién y la Comunicacion, del Ministerio de Educacion de
Espafa, en 1998.

Desde entonces se han desarrollado sucesivas versiones, Descartes 2D (2001)
y Descartes 3D (2003), que han ido mejorando la edicion e incorporando nuevas
opciones y herramientas que amplian sus posibilidades (geometria tridimensional,
macros, editor de formulas, nuevos sistemas de autoevaluacién del alumno, etc.).
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Descartes es un nippe “nucleo interactivo para programas educativos”, o sea,
un programa realizado en Java que permite crear applets. De esta manera, lo que
caracteriza a Descartes es que es un software configurable, es decir, que los
usuarios (profesores) pueden "programarlo” para que aparezcan diferentes escenas
interactivas.

El objetivo de este proyecto es dotar a los profesores de materiales didacticos
suficientes, para que puedan utilizarlos con sus alumnos para ensefiar y aprender
matematica, con la mayor facilidad posible, bien usando directamente los materiales
didacticos desarrollados por otros, bien adaptando los materiales ya existentes a sus
necesidades o bien desarrollando materiales originales.

De este modo, se puede decir que Descartes es un proyecto abierto, pues
admite las aportaciones de todos los profesores interesados en participar. Mas aun,
el sitio ofrece un curso que busca capacitar a los docentes para desarrollar
aplicaciones que luego podran insertar en la pagina.

El concepto de navegacion que subyace en este sitio es el de una red abierta.
Se ofrecen enlaces a otras paginas que tratan también el aprendizaje de la
matematica a través de escenas interactivas, y direcciones de e-mail e invitaciones
(con links) para realizar sugerencias o recabar mayor informacion sobre el tema.

La cantidad de materiales didacticos que se proporcionan en el sitio es muy
amplia y variada. Los mismos se agrupan en cuatro categorias: Unidades didacticas,
Miscelanea, Aplicaciones y Experiencias.

Clickenado en la categoria ‘Unidades didacticas’ se tiene acceso a una gran
cantidad de propuestas desarrolladas en el CNICE (Centro Nacional de Informacion
y Comunicacion Educativa), las cuales estan clasificadas por ciclos de la ESO
(Educacién Secundaria Obligatoria) y modalidades del Bachillerato. Se aprecia que
las unidades presentadas responden a enfoques muy variados. Asi, existen
propuestas que parecen haber sido pensadas para impartir una clase magistral y
otras que ponen el acento en el trabajo del alumno, promoviendo el establecimiento
de hipétesis y conjeturas, la exploracion y el trabajo colaborativo.

Esta variedad pone de manifiesto las posibilidades y potencia de los recursos
didacticos virtuales, pero al mismo tiempo nos recuerda que el valor de los mismos
no es intrinseco y, por tanto, para que desemperfien un papel en el aprendizaje es
necesario formular tareas que inciten la reflexion y el trabajo matematico.

En la categoria ‘Miscelanea’ se recogen escenas aisladas que tratan aspectos
muy variados del curriculo de mateméatica y que pueden servir para que los
profesores las utilicen directamente para ilustrar conceptos y técnicas bésicas, o
para que construyan con ellas actividades y propuestas de trabajo en el aula. Al
decir de los responsables del proyecto, esta seccion pretende ser una caja de
herramientas mateméaticas que cada profesor puede utilizar como apoyo y refuerzo
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al trabajo diario. El profesor podra disponer de escenas para crear sus propias
lecciones, elaborando actividades para que el alumno investigue, deduzca y llegue a
conclusiones por si mismo.

En la zona denominada ‘Aplicaciones’, los docentes que han desarrollado
algun applet pueden ‘colgar’ sus trabajos. Si bien la disparidad en la calidad de las
propuestas es muy evidente, existen en esta seccion algunos trabajos muy
completos, con excelentes presentaciones y que han considerado aspectos
pedagogicos de gran importancia como admitir multiples caminos en la resolucion de
los problemas e integrar la matematica a otras disciplinas (especialmente, es muy
interesante una actividad en la que se vincula la matematica y el arte). Las
aplicaciones estan ordenadas por tema y se detalla el nivel educativo para el cual ha
sido pensada cada una.

Finalmente, en la categoria ‘Experiencias’ se recogen los ensayos llevados a
cabo por los profesores en el aula. Se incluyen resultados de las experiencias
realizadas por los profesores del equipo de trabajo de Descartes y las que han
realizado los profesores que han seguido los ultimos cursos de formacion que el
proyecto ofrece. Esta seccidn contiene también materiales de formacién con
orientaciones para que todos los docentes realicen sus propias experiencias en el
aula.

Ademas de lo mencionado, el sitio ofrece un buscador (que permite localizar
las aplicaciones relacionadas a un tema dado), un sistema de ayuda (con
instrucciones muy precisas), un mapa (que presenta en una pagina los accesos a
todos los contenidos del sitio), y un foro (destinado al encuentro de todas las
personas que trabajan con Descartes y quieren intercambiar experiencias, ideas,
preguntas, etc.).

Por dltimo, cabe sefialar que la gran ventaja que nos otorga el sitio es
permitirnos descargar las unidades didacticas, las aplicaciones y la miscelanea en
nuestra computadora, de forma que las podemos utilizar sin necesidad de estar
conectados a la red. Los materiales didacticos los podemos descargar tanto si
somos usuarios de Windows como de Linux.

2.3. Asociacion de Docentes de Matemética de EEUU (NCTM). Proyecto llluminations

http://illuminations.nctm.orqg/

El proyecto Illuminations es propiedad exclusiva de la Asociacion de Docentes
de Matematica de EEUU (NCTM). Su objetivo es proveer estandares y una base de
recursos que impulsen la ensefianza y el aprendizaje de la matematica de todos los
estudiantes.
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Si hablamos de materiales didacticos virtuales para la educacién matematica,
este sitio es sumamente interesante ya que sus aportes son significativos para el
desarrollo de contenidos con una perspectiva actual e innovadora.

llluminations nos propone una navegacion abierta e intuitiva, que invita a
descubrir y abrir nuevos caminos para el pensamiento. Ademas, la coherencia
iconografica de todas las paginas del sitio es destacable en cuanto se logra una
lectura integradora entre los objetos visuales y verbales.

El portal logra una sintesis armoniosa y equilibrada de texto, colores, e
iconografia, invitandonos a navegar fundamentalmente a través de cuatro espacios:
Actividades, Lecciones, Estandares y Web links.

sévie| ILLUMINATIONS
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Figura 3

Explorando las Actividades que se proponen en este proyecto, encontraremos
90 opciones distintas. La pagina nos ofrece la posibilidad de visualizar las 90
actividades o de seleccionar Unicamente las actividades que han sido disefiadas
para trabajar en un grupo de cursos en particular (los cursos estan agrupados del
siguiente modo: Pre-Kinder a 2, 3 a 5, 6 a8y 9 a 12). Se dispone también de un
buscador que permite seleccionar las actividades a partir de palabras claves o
frases.

Cada una de las actividades ha sido pensada para trabajar con un mathplet y
viene acompafiada de una serie de ‘instrucciones’ (en donde se explica cobmo operar
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la miniaplicacién) y de una seccién titulada ‘exploracion’ en donde se sugieren
algunas ideas para trabajar con los alumnos. Ademas, con cada actividad se ofrecen
links a lecciones y a estandares de la NCTM que complementan muy bien lo
propuesto en la misma.

En general, las actividades estan inscriptas en las logicas del modelo
apropiativo o aproximativo (Charnay, 1988), permitiendo desarrollar diversas
habilidades cognitivas como la creacion, reflexion, analisis, memorizacién y
formulacién de hipétesis.

Dentro de las 90 actividades se ofrecen 7 ‘highlighted activities’, que son
propuestas que se destacan por la creatividad y el gran cuidado estético de las
salidas graficas de los programas.

En la categoria Lecciones se tiene acceso a 524 planes de lecciones. Las
mismas se pueden buscar por grupos de cursos, por bloques de contenidos, por
palabras claves y por actividad online asociada.

Con cada leccion se detallan los objetivos de aprendizaje, materiales
necesarios, plan de clase, orientaciones para el docente, preguntas para los
alumnos, actividades de extension, estdndares y expectativas asociados de la
NCTM, criterios de evaluacion, reflexiones del maestro y referencias. Ademas se
propone una gran variedad de links a paginas que trabajan temas similares a los que
se abordan en la leccion.
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=P [ paterials = e
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Figura 4
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Salvo algunas excepciones, se ha observado que las lecciones propuestas en
este sitio estan muy bien resueltas, y en general, se evidencia que en ellas subyace
la idea de que la utilizacion de los medios informaticos debe permitir reducir
esfuerzos y tiempos dedicados a tareas rutinarias para centrar la atencién en
aspectos que sean mas pedagdgicos e interesantes. Al mismo tiempo, se ha
advertido también que las lecciones se adecuan a la franja etéria indicada por los
productores, y que bajo el titulo ‘actividades de extension’ se presentan desafios con
crecientes niveles de dificultad (destinados a propiciar avances en el aprendizaje).

En la zona denominada Estandares se recogen los estandares y principios
para la educacion matematica de la NCTM. Los estandares vienen discriminados por
bloques de contenidos y niveles educativos (grupos de cursos), y en ellos se detallan
expectativas de logro, objetivos, contenidos, sugerencias metodoldgicas, pautas de
evaluacion, etc.

El principal valor de esta categoria esta en los ejemplos electrénicos (E-
Examples) que permiten abordar una gran diversidad de contenidos y complementan
muy bien las actividades y lecciones propuestas en el sitio, y en los videos en que se
recogen reflexiones y experiencias de clase que resultan muy enriqguecedoras y de
un gran valor formativo.

Electronic Examples
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/ @ Y
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File Size - 342 K
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Figura 5
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Finalmente, en la categoria Web links el sitio nos ofrece una abundante
cantidad de enlaces (726 en total) hacia otras paginas que tratan temas similares.
Cada link viene acompafiado de un pequefio comentario, en el que se detalla lo que
se puede trabajar con el recurso y se sefala para que tipo de contenidos y para que
cursos han sido disefiadas las actividades que alli se ofrecen.

Resulta interesante tomarse un tiempo para explorar la gran cantidad de
enlaces que se proponen en este sitio, pues los mismos ponen en evidencia la
enorme proliferacion de recursos tecnolégicos destinados a facilitar la educacion
matematica y la gran diversidad de criterios de desarrollo y utilizacion de estos
recursos (con su consecuente diversidad de propuestas).

3. Rasgos comunes

El estudio de los 3 sitios descriptos ha permitido observar algunas
caracteristicas compartidas sobre las cuales es necesario reflexionar.

Una primera consideracion apunta a los convenios de expresion especificos de
un gran numero de simuladores. En cada uno de los sitios se encontraron applets
con elementos notacionales atipicos. Se trata de disposiciones y convenios
especificos de cada proyecto que dejan de utilizarse en cuanto se pasa a manipular
un simulador perteneciente a otra propuesta (significados locales que entran en
conflicto con otros significados institucionales de referencia).

Si una de las finalidades de los sitios analizados es compartir los recursos
creados con todos aquellos que tengan acceso a la red, resulta necesario que, al
momento de diseiar los applets, se respeten los criterios y las convenciones
admitidas por la comunidad matematica internacional.

Otro rasgo distintivo de los tres sitios estudiados es la excesiva
compartimentacion del saber. Quizas muchas veces debido a escasas posibilidades
tecnoldgicas, los micro-programas han sido disefiados para explorar situaciones muy
especificas, no disponiendo de la flexibilidad y variantes que el aprendizaje del
contenido en cuestion demanda.

Hasta que no contemos con simuladores méas blandos y ductiles (lo cual
implica, modificar el perfil creativo y disefar interfaces completamente intuitivas que
inciten a la interactividad de los usuarios -reconociendo la necesidad de crear una
estética propia y original hipermedial adecuada a las pantallas de las computadoras
personales-), la salida, para mi, es complementar cada programa con otras
miniaplicaciones, ademas de utilizar la tecnologia tradicional de “lapiz y papel”.

Si bien los disefiadores de estos recursos anexan sugerencias y
recomendaciones para su uso, se puede formular como hipoétesis que los alumnos,
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especialmente de primaria, necesitaran explicaciones complementarias para su
manejo e interpretacion, ya que incorporan diversos convenios sintacticos,
referenciales y operacionales.

Muy probablemente, para que los alumnos alcancen un alto grado de
autonomia en la realizacion de las tareas, el profesor debera comunicar
adecuadamente los significados sintacticos y operatorios del dispositivo, observando
qgue los alumnos tengan un cierto dominio previo de los conceptos matematicos
asociados al simulador (que en muchos casos se suponen conocidos).

Otra caracteristica que se ha presentado en simuladores de los tres sitios, es
que algunos de los dispositivos solo permiten trabajar dentro de un rango de valores,
acotando posibilidades de uso y de extraccion de conclusiones (por parte de los
usuarios), e influyendo significativamente en la optimizacion de la idoneidad
didactica de los procesos de estudio que se disefiardn centrdndose en la
manipulacion de estos recursos.

mean = 225.71

O O l O

0 A B C * F E G
median = 258
A=18 E =347
B =107 F=315
C =157 G=378
D =258
Figura 6

Por otra parte, un aspecto que también se repite en varios dispositivos es la
baja resolucién grafica de la interfaz, lo cual interfiere en la apreciacion visual de
algunos datos que resultan relevantes para comprender el fendbmeno que se esta
estudiando. Por ejemplo, en un applet en el que se propone analizar a qué valor
tiende la probabilidad experimental de que salga cara en un namero alto de tiradas
de una moneda (a través de una barra que crece o disminuye conforme se simulan
las tiradas, y que se contrasta con una linea horizontal que representa la
probabilidad tedrica del suceso), se encontré6 que, debido a la arquitectura de la
salida gréfica, el programa muestra una cierta estabilidad y convergencia de la
probabilidad experimental hacia la teorica, incluso en un numero pequefio de
simulaciones (por ejemplo, 30 ensayos). Es decir, la resolucion grafica de la pantalla
interfiere en la apreciacion visual de la magnitud de la desviacion entre la
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probabilidad experimental y la tedrica (lo cual puede reforzar en algunos usuarios la
creencia en la supuesta ‘ley de los pequefios nimeros’).
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Finalmente, una dltima cualidad compartida por los tres sitios (y por todos los
sitios de los que tengo noticias), es que ninguno de ellos menciona un marco tedrico
que sustente el disefo, la utilizacion y evaluacion de los micro-programas,
constituyendo esto un area de vacancia en las investigaciones destinadas a la
didactica de la matematica.

Nos dice Godino (2006), “el analisis de los applets desde una teoria permite
tomar conciencia de las posibilidades y limitaciones de los recursos interactivos, asi
como aporta informacion atil para su disefio 0 mejora”.

4. Consideraciones finales

Al comenzar este trabajo seflalamos que los mathplets ayudan a crear
contextos ricos que promueven el dialogo entre profesores y alumnos a propésito de
unas tareas especificas. Sin embargo, la disponibilidad de estos recursos no
asegura que los docentes puedan modificar sus practicas de ensefianza, logrando
que los alumnos aprendan mas y mejor.

Las TIC son inertes en si mismas. Los recursos informaticos tienen unas

potencialidades que deben ser hechas realidad por el profesor, pero esto no es
inmediato ni transparente.
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Algunas investigaciones® que se han dado a conocer en los Ultimos afios, han
constatado una fuerte tension entre las altas expectativas depositadas en las TIC
para favorecer la ensefianza y el aprendizaje de la matematica y la baja integracion
que se ha logrado hacer de ellas en las clases. Nos dice Masalski (2005), “encontrar
modos efectivos de usar la tecnologia para la ensefianza, aprendizaje y evaluacion
en matematica todavia puede ser una tarea desalentadora”.

Al momento de explicar este fendmeno, dos ideas circulan con fuerza. La
primera sefiala que el uso de las nuevas tecnologias de la informacion puede
favorecer la aparicion de lo que algunos autores han acordado en llamar “presiéon
curricular”: la pretension de abarcar demasiados conocimientos sin tener en cuenta
su complejidad y los recursos escasos de que se dispone, principalmente en cuanto
al tiempo asignado. Desde esta perspectiva, se menciona que muchos docentes
piensan que las tecnologias son algo ‘magico’ que les permitira abordar una gran
cantidad de conceptos en poco tiempo.

Una segunda tesis (complementaria de la primera) sefiala como principal
explicacion la “pasividad docente”. Desde esta postura se advierte que en algunas
ocasiones el docente puede sentir que el simulador lo reemplaza, no actuando ante
los conflictos cognitivos que se presentan a fin de hacer progresar el aprendizaje. El
profesor adopta una ‘actitud constructivista’, esperando que los estudiantes por si
mismos construyan los conocimientos pretendidos.

Al respecto, afirma Godino (2003) “la exploraciéon de conceptos matematicos,
apoyada en el uso de programas interactivos, no esta exenta de puntos muertos, de
bloqueos que requieren el concurso del docente”.

Si bien estas dos explicaciones ayudan a comprender la baja integracion de las
TIC en la educacién matematica, resultan limitadas si lo que se quiere es abordar el
fendmeno en toda su complejidad.

Hoy, profesores, formadores de profesores e investigadores en didactica de la
matematica se ven obligados a desarrollar acciones de educacion inclusivas de
estas tecnologias; y para ello, resulta imprescindible elaborar criterios de uso, asi
como herramientas de analisis de las consecuencias instruccionales y cognitivas del
empleo de las TIC en los procesos de ensefianza y aprendizaje de la matematica
(Godino, 2005).

Se necesita un desarrollo teorico, técnico e ideoldgico que sustente el estudio
de las principales caracteristicas de los recursos didacticos virtuales y de los

% Dos investigaciones en las que se deja muy claro esto son las siguientes:

Lagrange, J. B. Artigue, M. Laborde, C. y Trouche, L. (2001). A meta study on IC Technology in
education. Towards a muldimensional framework to tackle their integration. Proceedings of the 25
PME Conference. Freudenthal Institute, Utrecht.

Ruthven, K. y Hennessy, S. (2002). A practitioner model of the use of computer-based tools and
resources to support mathematics teaching and learning. Educational Studies in Mathematics.
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entornos de aprendizaje que permiten implementar. ES necesario aportar
informacion a los profesores sobre las variables didacticas, tecnoldgicas,
gramaticales y de disefio disponibles en cada recurso, los valores criticos de dichas
variables, y las consecuencias cognitivas de distintos patrones de interaccion entre
el docente, los alumnos y el medio instruccional.

La vision restringida que estudia la incorporacion de los recursos tecnolégicos
al campo educativo Unicamente desde la dimensién pedagdgico-didactica, conduce
a resultados oclusivos y a concepciones fragmentarias e insuficientes para dar
cuenta a nivel tedérico de la integracién sistémica del marco ontoldgico,
epistemoldgico y metodologico que esta realidad demanda.

Comprender la problemética multidimensional implicada en la integracion de las
TIC en las clases de matematica, requiere una mirada global, capaz de integrar
conocimientos tecnolégicos, comunicacionales, organizacionales, semioticos y de
disefio a los pedagdgicos y didacticos.
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Por Santiago Lopez Arca
SAMUEL LOYD

Sam Loyd nacio6 en Filadelfia el 30 de enero de 1841 en
el seno de una familia acomodada, siendo el menor de
ocho hermanos. Su padre era agente de la propiedad vy,
por motivos de trabajo, la familia se fue a vivir a Nueva
York cuando Sam contaba tres afios.

Loyd asistié a una escuela publica hasta los 17 afios. A
los 10 afios aprendié a jugar al ajedrez y se convirtié en
un gran entendido en el juego, sin embargo, no llegd a
ser nunca un importante jugador de competicion. Su
mérito estriba en que se convirtid en un verdadero
especialista en la creaciébn de juegos, problemas y
e T desafios directamente relacionados con el ajedrez.
Publicé su primer problema sobre ajedrez a la edad
de 14 afos y desde ese momento adquirio tal fama
que sus juegos y rompecabezas se editaron durante
mas de cincuenta afios en las revistas y periodicos
mas prestigiosos, lo que le proporcion6 importantes
beneficios econdmicos y le llevd a alcanzar los
primeros puestos en multitud de concursos.

A los 17 afos inventd uno de sus puzzles mas
famosos, el Trick Mules Puzzle, que consiste en
separar en tres trozos (por las marcas que se indican)
el modelo que adjuntamos, para recomponerlo a
continuacion de modo que los dos jinetes queden
montados sobre sus cabalgaduras.

Hacia 1780 dejo
de centrarse en el
ajedrez y comenzo su interés por los retos de
tipo matematico. Uno de los juegos inventados
por él, que aun se sigue editando, causO un
verdadero furor en su tiempo. Nos referimos al
rompecabezas denominado “14-15". Esta
formado por un bastidor cuadrado de orden 4x4
en el que estan engarzadas 15 fichas
desordenadas y numeradas del 1 al 15. El
objetivo del juego consiste en ordenar las fichas aprovechando para moverlas el
lugar que queda libre en el bastidor.

Sam Loyd fallecio el 10 de abril de 1911. Su hijo, llamado Sam Loyd Jr., siguio
publicando puzzles después de su muerte, siendo la mayoria recopilaciones de
trabajos de su padre.

Leticia L. L.
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Te invitamos a que resuelvas el siguiente desafio propuesto por Sam Loyd:

Traza diez lineas rectas de “tipo par”
sobre las fichas que se colocaron en @ @
esta cuadricula (una “linea par” sera
aquella que pase sobre un numero @
par de fichas). Las lineas que se
tracen pueden ser horizontales, \
verticales u oblicuas.
Reordena las fichas en la cuadricula
vacia de modo que obtengas el
mayor numero posible de lineas
pares.

EL TANGRAM DE LOYD

E El Tangran de Loyd, inspirado seguramente
en el tangram chino es, de igual modo que
R aquel, un rompecabezas geométrico que se

A obtiene a partir de un cuadrado. Las lineas guia

para su construccién se trazan uniendo los

T vértices con los puntos medios de los lados

para formar las piezas que lo constituyen, tal
como se muestra en los graficos.

Por lo tanto, el tangram de Loyd se compone con estas cinco piezas: dos triangulos
rectangulos (uno grande y otro mas pequefio), un cuadrado, un trapecio rectangulo,
y un pentagono concavo.

Con el tangram de Loyd se pueden construir muchas figuras; por ejemplo, estas tres:

Te proponemos que inventes tu otras o trates de construir las siguientes:

.
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PERIMETROS Y AREAS EN EL TANGRAM DE LOYD

Tratemos de calcular el perimetro y el area de cada una de las piezas que forman el
tangram de Loyd. Abordaremos estas cuestiones a partir de un cuadrado de lado .

Después de observar con atencion las cinco piezas que constituyen el tangram, me
doy cuenta de que todas pueden descomponerse utilizando como patrén el triangulo
pequefio, como se indica en la figura. Tenemos, pues, el cuadrado de partida
dividido en 20 triangulos iguales. Por lo tanto, como el area del cuadrado inicial es I?,
obtenemos que las areas de las diferentes piezas son:

Area
pentadgono
céncavo

Area triangulo Area
grande cuadrado

Area triangulo

o Area trapecio
pequefio

12/20 3:12/20 41220 =12/5 | 4-12/20 =13/5 | 8:12/20 =2:12/5

Ahora que se ha determinado la medida de la superficie de
cada pieza, busquemos el modo de determinar las medidas
de sus lados. Después de comprobar algunas conjeturas
sobre relaciones entre segmentos dentro del tangram, llego a
T3 la conclusion de que el cuadrado central es la llave para
determinar las medidas que estoy buscando. Por lo tanto, sin
L olvidar la division en triangulos que se habia realizado
‘ inicialmente, calculamos la medida del lado del cuadrado

central:
2

I . I
Acaarase = — luego su lado, L, medira L =—
5 5
Por consiguiente, utilizando la particion realizada con el triangulo pequefio,
calculamos los perimetros de las diferentes piezas:

Perimetro . Perimetro Perimetro Perimetro

iy Perimetro > .
triangulo . triangulo cuadrado pentagono

~ trapecio

pequefio grande central convexo

3-1 +I 51 +I 3-IJrI 4.1 4-IJr2|

25 2 25 2 V5 /5 V5

lago F. F.

.
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LA HORA DE PENSAR

Mas sencillo que el tangram de Loyd

Mostramos a continuacion un sencillo puzzle construido a partir de un cuadrado.
Damos un corte recto desde un vértice al punto medio de un lado para obtener dos
piezas, tal como se observa en este disefio:

siguientes figuras:

En primer lugar, te proponemos que con esas dos piezas construyas las

Ademas, calcula el perimetro de cada una de ellas en funcién de la medida, |, del

lado del cuadrado de partida.

Repartir el cuadrado

A continuacion se muestra un cuadrado
de lado | dividido en cinco rectangulos
iguales:

El desafio que te proponemos es el
siguiente: descompéon el cuadrado en
cinco rectangulos de igual area que
tengan todos sus lados menores que el
lado del cuadrado de partida (no se
exige que esos cinco rectangulos tengan
todos las mismas dimensiones).

Punta de flecha

Tomamos un cuadrado de lado | para
marcar sobre él las siguientes lineas
guia:

¢,Cual es el area de la zona coloreada?

.
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El papel de las sociedades profesionales
en la educacién matematica.
Conclusiones del Grupo de Debate 28 en el ICME 11

Corinne Hahn?, Will Morony? y Toméas Recio®

Antecedentes

El Grupo de Debate nimero 28* del pasado ICME 11 tenia como tema: El
papel de las sociedades profesionales en la educacion matematica: nivel local,
regional y global.

El equipo organizador del mismo estuvo formado por Corinne Hahn (Francia) y
Will Morony (Australia), como coordinadores, asi como por Tomas Recio (Espafa),
Diana Jaramillo (Colombia) y Lindi Tshabalala (Sudafrica). El grupo, que se mantuvo
activo desde su formacion en el primer semestre de 2007, presentd una amplia
declaracion de objetivos para el Grupo de Debate 28:

Las sociedades de matematicos, los profesores de mateméticas y los
investigadores en educacién matematica de todo el mundo comparten el
objetivo de impulsar y mejorar la investigacion y la practica de la
educaciébn matematica. ¢(Como ven los diferentes grupos sus
respectivas funciones? ¢Coémo llevan a cabo su trabajo? ¢Cudl es su
papel especifico en relacion con la reforma educativa? ¢Hasta qué
punto colaboran los diferentes grupos (matematicos, profesores de
matematicas e investigadores en educacién matematica)? ¢Se deberia
reforzar las relaciones entre las sociedades? ¢lInterpretan las
sociedades un nuevo papel en el contexto de la actual tendencia global
de evaluaciéon del rendimiento a través de los informes PISA, TIMSS,
etc.? ¢Seria conveniente establecer una federacibn mundial de
sociedades de profesores de matematicas para ayudar a responder
tanto a ésta como a otras tendencias y asuntos globales?

Durante el otofio de 2007, el equipo del Grupo de Debate 28 llevé a cabo una
encuesta’ con el fin de recopilar informacién de las sociedades de matematicas de
todo el mundo. Los apartados de la encuesta incluian preguntas sobre objetivos,
areas de interés, nivel matematico, érganos de gobierno y administracion, numero

! ESCP-EAP

2 Australian Association of Mathematics Teachers
% Universidad de Cantabria

* http://dg.icme11.org/tsg/show/29

® http://dg.icme11.org/tsg/show/29#inner-26
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de miembros, actividades, influencia politica y relaciones regionales e
internacionales.

La encuesta se escribié originalmente en inglés, aunque existia la posibilidad
de leerla y responderla en espafiol, debido a la expectativa de una gran participacion
en este congreso ICME por parte de profesores de matematicas iberoamericanos.

En total respondieron 53 sociedades, de las cuales, 24 lo hicieron en espafol y
29 en inglés.

Durante la celebracion del ICMEL11, los asistentes al grupo de debate se
reunieron en tres ocasiones. Fue un grupo de pequefio tamafo, pero con personas
de procedencia variada. En cada sesidn se presentaron algunas ponencias de corta
duracion, aunque la mayoria del tiempo se dedicé al debate de las distintas
cuestiones planteadas.

La encuesta

Esta es la version en espariol de la encuesta:

Asociaciones Matemaéaticas en el Mundo

Una encuesta, como parte de la tarea del Grupo de Debate 28 del ICME 11, para recoger
informacién sobre las sociedades matematicas en el mundo.

Informacién Basica

1 * Nombre de la Organizacion. Por favor, introduzca su respuesta:
2 * ¢ En qué pais se ubica su Asociacién?
3 Si su Sociedad es de ambito regional o provincial, indique cudl es este.

Datos de contacto con su Sociedad.

4 * Contacto - emalil

5 * Contacto - correo postal

6 Contacto- telefénico (incluya cédigo internacional)
7 Contacto- pagina Web

Sobre su Sociedad.

8 * ¢ Cuales son los fines/misién/propésito de su sociedad?

9 * ¢ Cudl es el area de las matematica de interés primordial para su Sociedad?

Matematicas en general

Estadistica

Geometria

Algebra

Otras, por favor, especificar:

-
U N I%NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - DICIEMBRE DE 2008 - NUMERO 16 - PAGINA 294




-
4

“El papel de las sociedades profesionales en la educacién matematica.
Conclusiones del Grupo de Debate 28 en el ICME 11.”

2 lﬂfﬂl‘ﬂlﬂﬂlﬂﬂ Corinne Hahn, Will Morony y Tomas Recio

10  * ¢Cuales son los niveles educativos de interés primordial para su Sociedad?
(elija sélo los principales)

Ensefanza Primaria

Ensefianza Secundaria

Universidad-Matematicas

Universidad-Educacién Matematica (esto es, formacién del profesorado de
matematicas para la ensefianza primaria o secundaria)

Otras, por favor, especificar:

11  ¢Cuales son los mecanismos de gobierno y administracion de su Sociedad? (por ejemplo:
consejo, junta de gobierno; personal retribuido para tareas administrativas o de gestion, etc.)

12 *;Cuantos miembros tiene, aproximadamente, su Asociacion?

13  * Por favor, describa brevemente algin rasgo comun de los miembros de su Asociacion.

Principales actividades

14  * Indique, por favor, los mecanismos que usa su Sociedad para comunicarse con sus
miembros (sefiale todas las respuestas que sean adecuadas).

Boletines (remitidos por correo postal o electrénico)

Revistas

Encuentros profesionales, congresos

Listas de distribucién de correos electrénicos

Otras, por favor, especificar:

15  * ¢Qué revistas publica su Sociedad? Por favor, aporte algunos detalles tales como: nombre,
lectores potenciales, periodicidad, mecanismos de distribucién (correo postal, electrénico), etc.

16  Por favor, describa las actividades de formacién y desarrollo profesional que su Sociedad
proporciona a sus miembros (propdsito, frecuencia, participacion media, etc.)

17  Por favor, describa las actividades que su Asociacién realiza para estudiantes:

18 Muchas Asociaciones tratan de influir en la politica educativa, en relacion con las
matematicas, de su pais/region/provincia. Por favor, describa brevemente si su Sociedad
desarrolla este papel, cudl es su enfoque, y que grado de éxito tiene.

Otra informacién

19  Por favor, sefiale las relaciones que su Sociedad mantiene con otras sociedades matematicas
DE SU MISMO PAIS (por ejemplo, una Sociedad de investigadores en educacion matematica
puede tener relaciones con sociedades de profesores de matematicas o con sociedades de
matematicos, etc.).

20 Por favor, proporcione informaciéon sobre las relaciones de su Sociedad a nivel
INTERNACIONAL.

21  Por favor, proporcione cualquier otra informacion que ayude a describir su Asociaciéon y su
contribucioén a la educacion matemética

22 * Por favor, proporcione su nombre y correo electronico, por si se precisa contactar con usted
para clarificar la informacion remitida. **ESTA INFORMACION NO SERA USADA PARA
NINGUN OTRO PROPOSITO**

Remita la encuesta.

Cuando usted envie esta encuesta, haciendo click en 'Submit Survey', no podra volver sobre las
cuestiones de la encuesta. Por favor, cerciérese de que ha contestado a todas las cuestiones con la
mayor precision posible antes de remitir la encuesta.

-
U N I%NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - DICIEMBRE DE 2008 - NUMERO 16 - PAGINA 295




-
4

“El papel de las sociedades profesionales en la educacién matematica.
Conclusiones del Grupo de Debate 28 en el ICME 11.”

2 | lﬂfﬂl‘ﬂlﬂﬂlﬂﬂ Corinne Hahn, Will Morony y Tomas Recio

Respuestas en espariol

Las siguientes® sociedades respondieron en espafiol

Sociedad Matemética de Nicaragua

Asociacion Matematica Venezolana

Asociacion Venezolana de Educacion Matematica

Asociacion Colombiana de Matematica Educativa

Sociedad Chilena de Educacion Matematica

Sociedad Argentina de Educacion Matemética

Societat Balear de Matematiques*

Federacion Iberoamericana de Sociedades de Educacion Matematica***

Sociedad Boliviana de Educacién Matematica

Asociacion Castellano y Leonesa de Educacion Matematica*

Sociedad Cubana de Matematica y Computacion

Federacio d'Entitats per a I'Ensenyament de les Matematiques a Catalunya*

Sociedad Castellano-Manchega de Profesores de Matematicas*

Sociedad Matematica de Profesores de Cantabria*

Sociedad Canaria de Profesores de Matematicas*

Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de Mateméticas**

Comité de Educacion Matematica del Paraguay

Sociedad Peruana de Educacion Matematica

Sociedad Riojana de Profesores de Matematicas*

Societat d'Educacié Matematica de la Comunitat Valenciana*

Sociedad Melillense de Educacion Matematica*

Sociedad de Educacion Matematica de la Region de Murcia*

Sociedad de Educaciéon Matematica Uruguaya

Asociacion Nacional de Profesores de Matematicas (México)

® En el orden proporcionado por la base de datos.
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Algunas observaciones sobre las sociedades incluidas en esta lista:

1. Diez de las sociedades citadas, aquellas marcadas con un *, estan
situadas en Espafia, cada una en un area de influencia regional
especifica (Catalufia, Murcia, La Rioja, Canarias, etc.).

2. Ademas, la Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de
Matematicas (destacada en la lista mediante **) no es una sociedad
diferente, sino una amplia red de coordinaciéon entre las diferentes
sociedades de profesores regionales en Espafia.

3. Asimismo, la Federacién Iberoamericana de Sociedades de Educacion
Matematica (destacada en la lista mediante ***) es una federacién de
sociedades iberoamericanas.

4. Otras sociedades o instituciones procedentes de Espafia o del &mbito
iberoamericano (en el sentido cultural de este concepto) han preferido
responder a la encuesta en inglés.

Entre ellas se encuentran: la Real Sociedad Matematica Espafiola y la
Associacié de professors i mestres de matematiques (ambas en
Espafa), la Sociedade Portuguesa de Matemética y la Associacdo de
Professores de Matematica (ambas en Portugal), la Sociedade
Brasileira de Educacao Matematica (en Brasil), y el Comité
Interamericano de Educacién Matematica (CIAEM”).

En resumen, los encuestados representan a:
= Dos “federaciones” una a nivel nacional (Espafia) y otra a nivel
iberoamericano.
= Doce paises: Nicaragua, Venezuela, Colombia, Chile, Argentina,

Espafa, Bolivia, Cuba, Paraguay, Perl, Uruguay y México.

Como se ha dicho anteriormente, Espafia esta representada, en las respuestas
en espafol, a través de diez sociedades y una federacion. Venezuela también
aparece en dos ocasiones.

" http://www.furb.br/ciaem
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Respuestas en inglés

Las siguientes sociedades respondieron a la encuesta en inglés:

International Commission for study and improvement of mathematics education (CIEAEM,;
Internacional)

Inter American Committee of Mathematics Education (IACME; Internacional)

Math in School is Art for Social Change (Internacional)

Irish Mathematical Society (Irlanda)

British Society for Research into Learning Mathematics (BSRLM; Reino Unido)

Swedish Association of Mathematics Teachers (SMalL; Suecia)

The Mathematical Association (Reino Unido)

ApaMMs - Associacion de professors i Mestres de Matematiques (Catalufia, Espafia)

National Council of Teachers of Mathematics (Estados Unidos)

Sociedade Portuguesa de Matematica (Portugal)

Canadian Mathematics Education Study Group (Canada)

Math-teachers organization (Dinamarca)

Associacao de Professores de Matematica (APM; Portugal)

Forum for Research in Mathematics Education (Dinamarca)

Institute of Mathematics and Its Applications (Reino Unido). La delegacién irlandesa
también respondio.

Greek Association of Researchers in Mathematics Education (Grecia)

SESAMATH (Francia)

Gruppo di Ricerca sull'Insegnamento delle Matematiche (GRIM; Sicilia, Italia)

Real Sociedad Matemética Espafiola (RSME; Espafia)

The Royal Statistical Society (Reino Unido); ElI Royal Statistical Society Centre for
Statistical Education (RSSCSE) también respondio.

APMEP: Association des Professeurs de Mathématiques de I'Enseignement Public
(sociedad de profesores de matematicas de la ensefianza publica; Francia)

Gesellschaft fur Didaktik der Mathematik (GDM; Alemania)

Australian Association of Mathematics Teachers Inc. (AAMT; Australia)

Auckland Mathematical Association (Nueva Zelanda)

Saskatchewan Mathematics Teachers' Society (SMTS; Canada)

The Quebec Association of Mathematics Teachers (Canada)

British Columbia Association of Mathematics Teachers (miembro del NCTM; Canadd)
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Relacién de encuestados

En la tabla situada a continuacién, se clasifica a los encuestados segun el
idioma de respuesta de cada sociedad, las caracteristicas de sus miembros (esto es,
a través de la descripcion de la tipologia de los miembros que proporciona cada
sociedad en la encuesta) y su objetivo principal. Véase la seccidén posterior, en la
gue se amplia la informacion sobre estas categorias.

Internacional
(los miembros y los
objetivos traspasan las
fronteras nacionales)

Nacional Regional
(en general, (establecido en una
limitado a un pais) | sola region o pais)

Matematicas Oing +0esp 6ing® + 3 esp Oing +0esp

Investigaciéon en
educacién 2ing® + 0 esp 4ing + 0 esp ling+0esp
matematica

ensefianza de
las matematicas/ ling+1esp 9ing + 10 esp 6ing™ + 10 esp
profesores

Conclusiones de la encuesta

Informacién béasica y datos de contacto

En la mayoria de los casos fue el presidente o secretario de la sociedad quien
proporciond la informacién, que incluye la direccion de correo electrénico y el
namero de teléfono. La mayoria de las sociedades encuestadas tienen una péagina
Web propia. De hecho, s6lo han sido nueve las sociedades que no han
proporcionado su URL.

Fines, Mision, Propdsito

Aqui las respuestas se dividen y se podria decir que siguen dos caminos
diferentes. Por una parte, estdn las sociedades cuyo objetivo es apoyar las
matematicas en general (investigacion, difusion, educacion, etc.) y, por otra parte,
estan las sociedades que consideran la educacion matemética (en su sentido mas
amplio, de modo que sus miembros no son, en general, investigadores en educacion
matematica sino docentes no universitarios) como su campo de interés especifico.
Generalmente, este tipo de organizaciones aparece en paises en los que ya existe
otra sociedad que se centra, con especial interés, en la investigacion matematica.

8 Incluyendo la RSME (Espafia) y la SPM (Portugal).
% Incluyendo el CIAEM.
10 Incluyendo la ApaMMs (Catalufia, Espafia).
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Este tipo de sociedades es caracteristico de la mayoria de las sociedades
regionales espafiolas, que se dedican —en el sentido que se ha sefialado arriba-- a la
educacion matematica, del mismo modo que se asume que la Real Sociedad
Matematica Espafiola se ocupa de los temas relacionados con la investigacion
matematica. Lo mismo ocurre, por ejemplo, en la Sociedad Peruana, en el Comité de
Educacién Matematica del Paraguay, en la Asociacion Nacional de Profesores™ de
Matematicas (México), etc., que se centran en la educacion matematica. Por otra
parte, por ejemplo, tenemos organizaciones tales como la Sociedad Cubana, la
Asociacion Matematica Venezolana y la Sociedad Matematica de Nicaragua, cuyos
objetivos estan relacionados con las matematicas en general.

Esta dualidad de fines es un tema importante. En muchos paises se da una
coexistencia (no siempre sencilla) de sociedades con un interés general
(constituidas en su mayoria por matematicos relacionados con la investigacion y la
ensefianza universitaria, pero que, sin embargo, amplian su influencia a temas
relacionados con las matematicas escolares) y sociedades con un propdsito
educativo especifico (relacionado con las matematicas escolares y los cursos de
formacion de profesorado). La encuesta muestra que se ha extendido su
coexistencia pero no proporciona los medios para analizarla con mas profundidad.

Como observacion adicional, cabe destacar que no hay ninguna respuesta en
espafol proveniente de sociedades que se centran de un modo exclusivo en la
investigacion en educacion matematica.

Entre los encuestados que respondieron en inglés se pueden distinguir tres
amplias categorias de finalidades (véase la tabla anterior). Para la mayoria, la
utilizacion del término “profesor” en el nombre de la sociedad sefiala una mayor
atencion en la ensefianza de las matematicas y sus profesores; de un modo similar,
aguellas sociedades que se centran en la investigacion en educaciéon matematica
normalmente contienen el término investigacion/investigador en el nombre. Cuando
no aparece ninguno de estos términos, ya sea de forma explicita o implicita, la
sociedad tiende a concentrarse en las matematicas como disciplina (o en la
estadistica). No obstante, también hay excepciones. La Mathematical Association
(Reino Unido) y algunos grupos regionales, como la Auckland Mathematical Society
(y otras sociedades australianas mas) se centran de forma muy clara en la
ensefianza de las matematicas y sus profesores™.

' Nota: en espafiol, profesor no significa exactamente lo mismo que professor en inglés, y esta
diferencia puede llegar a ser una fuente de malentendidos al interpretar las respuestas de la
Encuesta. En espafiol, se refiere tanto al docente de nivel elemental como al docente universitario,
mientras que en inglés designa Unicamente al catedratico o docente universitario.

12 Como hecho histérico, cabria comentar que algunos de los grupos que se formaron en los estados
(provincias) de Australia fueron, al principio, miembros directos de la Mathematical Association de
Reino Unido, como vestigio de la situacién de antigua colonia. Esta es probablemente la causa de
éste tipo de nombre.
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Por supuesto, estas clasificaciones no son exclusivas, debido al interés y al
importante compromiso con distintas categorias por parte de muchas sociedades.
Por ejemplo, el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) menciona el
apoyo a los profesores como su objetivo principal. Como parte de este logro, el
NCTM publica el Journal for Research in Mathematics Education, que se encuentra
entre las revistas de investigacion en educacion matematica mas respetadas. La
Royal Statistical Society se dedica fundamentalmente al area de la estadistica y, sin
embargo, tiene una iniciativa importante en la ensefianza de la estadistica a través
de su Centre for Statistical Education.

Area matematica y educativa de interés primordial

Las sociedades apuntan alto. Las declaraciones de “Fines, Mision, Proposito” a
menudo incluyen otras declaraciones sobre su voluntad de “servicio” al profesorado
y sobre cémo mostrar a la sociedad los beneficios que proporcionan las
matematicas, sobre su ensefianza y aprendizaje, asi como sobre la investigacion y
sobre la comunidad matematica en su totalidad. A continuacion, se incluye una serie
de citas textuales seleccionadas entre las respuestas:

Apoyo a la investigacion en educacion matematica:

e mejora de la colaboracién entre profesores e investigadores;

e implementacién de teorias propias de otros campos;

e compartir los resultados de la investigacién en educacién matematica,
e promocion de la investigacion y el trabajo de desarrollo;

e nexos académicos y cientificos y actividades entre los profesores de
matematicas;

e refuerzo de la actividad investigadora en educacién matematica;

e estudio de las teorias y practicas vinculadas con la educacién matematica;

e estimulo del intercambio de ideas y experiencias;

e coordinacion de los esfuerzos de los investigadores encaminados a
impulsar la investigacion en educacion matematica.

Apoyo al trabajo de los profesores:

e divulgacién de los resultados obtenidos por medio de la investigacion, el

trabajo de desarrollo y el trabajo experimental;

e promocion de la formacion del profesorado, los cursos de formacion
permanente y los estudios de posgrado;

e mejora de la metodologia utilizada por los profesores de matematicas;

e vision, liderazgo y desarrollo profesional para ayudar a los profesores;
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e apoyo a las personas involucradas en temas fundamentales de Educacion
Matemaética,;

e desarrollo, implementacion y evaluacién del curriculo;

e facilitar que los profesores se relnan para debatir sobre técnicas
educativas;

e promocion de cursos para el profesorado de matematicas;

e ayuda para que los profesores de matematicas puedan mantenerse al
corriente de las tendencias actuales y los ultimos avances;

e debate e implementacion de practicas pedagodgicas innovadoras;

e colaboracion entre los profesores de matematicas en cuanto a recursos y
herramientas profesionales;

e promocion del desarrollo profesional en todos los aspectos de la
educacion matematica.

La comunidad, estudiantes y matematicos:

e fomento y promocion del conocimiento matematico por toda la comunidad,;
e mejora de las aptitudes matematicas de los estudiantes;
e presencia publica de la educacién matematica;

e garantia de un aprendizaje de las matematicas equitativo de la mejor
calidad para todos los estudiantes;

e desarrollo del pensamiento mateméatico como herramienta para
comprender el mundo propio;

e participacion de los estudiantes en las matematicas;
e fomento del interés por el estudio efectivo de las matematicas;

e participacion a todos los niveles en el desarrollo del curriculo y aportacion
de las recomendaciones adecuadas;

¢ influencia en las decisiones politicas sobre educacion;

e mejora de la ensefianza de la estadistica en todas las edades: en el
colegio, la universidad y el trabajo;

e representacion y promocién de los intereses de la educacién matematica.
Apoyo a las matematicas:

e impulso y apoyo a la comprension, la ensefianza, la investigacion y las
aplicaciones de las matematicas;
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e impulso y generalizaciéon del conocimiento sobre las matematicas y sus
aplicaciones;

e impulso de la investigacion matemética.

Aunque las diversas sociedades utilizan diferentes términos para describir sus
aspiraciones y su trabajo, parece que sus intenciones se agrupan de forma general
en estas categorias que hemos descrito arriba.

Hubo dos sociedades que mencionaron un aspecto especifico de las
matematicas en el que se centraban principalmente. Una de ellas pertenecia al area
de la estadistica. Podria decirse que se trata de un dominio de conocimiento tan
amplio que es légico que sea el centro de atencion para una sociedad. La otra era
un pequefio grupo que opera de forma virtual (por medio de Facebook) y se centra
en el area de las Matematicas Basicas. Puede que Internet funcione como un
vehiculo para el desarrollo de grupos con intereses especiales como éste, ya que
queda claro por parte del resto de respuestas que no existe ninguna asociacion
formal (al menos entre las que han respondido a la encuesta) que se dedique a otros
aspectos especificos de las Matematicas (programas de Geometria Dinamica,
Resolucion de Problemas, Algebra e Historia de las Matematicas en la Educacion
Matematica, etc.). Es probable que dichos grupos de interés estén formados o bien
fuera de las sociedades de matematicas (los usuarios de los grupos Cabri y
GeoGebra, por ejemplo, se formaron a través de las empresas de software) o bien
sin una personalidad especifica dentro de estas sociedades. El analisis de esta
situacion en mas profundidad podria resultar interesante, en especial en el contexto
de las oportunidades de cooperacién que proporciona Internet.

Gobierno y administracion. Numero de miembros. Descripcion de los
miembros

No hay nada extraordinario en la organizacion de las distintas sociedades
(asamblea de miembros, consejo, a veces juntas regionales, etc.). Quiza resulte
interesante observar que algunas sociedades han afirmado que los diferentes cargos
directivos trabajan “ad honorem”, es decir, sin recibir compensacién alguna por su
trabajo. Suponemos que se trata de una situacién generalizada, aun cuando no se
haya enunciado de manera especifica en las respuestas a la encuesta.

Con relacion a los encuestados que han contestado en espariol, existe una
gran variacion respecto del numero de miembros, que oscila desde unas pocas
decenas (por ejemplo, la Sociedad Peruana, el Comité de Educacién Matematica de
Paraguay y algunas sociedades regionales espafiolas) a los 27000 miembros que ha
afirmado tener la Federacion Iberoamericana de Sociedades de Educacion
Matematica (FISEM).

Se puede realizar una valoracién aproximada sobre el motivo de la existencia

de un numero tan grande al considerar que la Sociedade Brasileira de Educacao
Matematica (miembro de FISEM) proclama tener 15000 miembros y la Federacion
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Espafiola de Sociedades de Profesores de Matematicas (también miembro de
FISEM) cuenta con 5500 miembros. Como, ademas, la Associacdo de Professores
de Matematica (miembro de FISEM) tiene alrededor de 4000 miembros, resulta que
son mucho menos de 2500 los miembros que, en total, corresponden a las otras
sociedades federadas en Argentina, Chile, Bolivia, Colombia, Paraguay, Perq,
Uruguay y Venezuela. A excepcion de Uruguay (con aproximadamente 500
miembros pertenecientes a la Sociedad de Educacién Matematica Uruguaya, una
cantidad importante para un pais tan pequefio) y las dos sociedades venezolanas
(con unos 1000 miembros en total), el resto de sociedades no llega a alcanzar los
200 miembros.

Otras cantidades grandes son las de la Real Sociedad Mateméatica Espariola,
que afirma poseer 1700 miembros (no incluidos en la Federacion Espafiola de
Sociedades de Profesores de Matematicas), la Asociacion Nacional de Profesores
de Matematicas mexicana, con 2500 miembros, y la Sociedad Cubana de
Matematica y Computacion, con mas de 750 miembros. Ninguna de ellas es
miembro de FISEM.

Se pueden extraer dos conclusiones sobre la cantidad de miembros de las
sociedades:

e la existencia de grandes diferencias entre paises; por ejemplo,
considérense los casos de Uruguay/Paraguay o México/Brasil, teniendo en
cuenta que el segundo pais de cada pareja dobla aproximadamente en
namero de habitantes al primero; o el caso de Venezuela/Perd, ambos con
un numero de habitantes similar pero con una gran diferencia entre el
namero de miembros afiliados a las sociedades nacionales de
matematicas.

e la necesidad de llevar a cabo acciones especificas para promocionar la
fusion de sociedades de mateméticas en algunos paises (quiza por medio
de federaciones regionales temporales), de modo que se consiga
sociedades mas pequefias que causen un impacto real en la sociedad.

Tanto si respondieron en inglés o en espafol, todas las sociedades
comunicaron que el gobierno de la organizacién estaba en manos de voluntarios.
Habia diversos nombres para este grupo, entre otros: consejo, comité, junta de
administracion y ejecutivo. Todos los grupos regionales de profesores de
matematicas indicaron que eran miembros de un organismo nacional, en el mismo
modo en que los grupos regionales de profesores de Espafia son miembros de la
Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de Matematicas.

Las sociedades con el nUmero de miembros mas reducido son aquellas que se
centran en la investigacion en educacion matematica, oscilando entre menos de 100,
la mas pequefa, y unos 300, la mas grande. A continuacién, como promedio, se
situaban los grupos regionales de profesores de matematicas, que alcanzaban hasta
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los 1000 miembros. Ninguna de las sociedades incluidas en los dos grupos menores
declaré tener personal retribuido.

Las sociedades que se centran en las mateméaticas y en la investigacion
matematica situadas en paises relativamente poblados (Espafia, Reino Unido, etc.)
cuentan con miles de miembros. El mas pequefio dentro de esta categoria provenia
de un pais relativamente pequefio (Irlanda), algo que no sorprende, y tenia 300
miembros. Algunas de estas sociedades declararon tener personal retribuido™.

Todas las organizaciones nacionales de profesores de matematicas que
respondieron en inglés tienen miles de miembros. Ademas, la mayoria de ellas
declararon tener empleados remunerados. La organizacién que destaca por encima
de todas las demas es la NCTM, con mas de 100000 miembros y 100 empleados;
estas cifras la convierten en una organizacion mucho mas influyente que cualquiera
de los otros grupos.

Principales actividades: publicaciones, reuniones, influencia politica,
actividades destinadas a los estudiantes

Resulta evidente que, a la vista de las diferencias tan grandes que se producen
en el tamafio de las sociedades, su nivel de actividad también difiere. Las
sociedades grandes normalmente publican una o mas revistas o boletines; algunas
sociedades pequefias no comentaron si contaban con medios de comunicacion con
sus asociados. Sin embargo, resulta sorprendente que en la Sociedad Mexicana,
que parece tener 2500 miembros, no consta ninguna publicacién propia.

Todos los encuestados que respondieron en inglés sefialaron que utilizan
boletines (ya sean impresos o electronicos) y/o una lista de distribucién de correo
electrénico como medio de comunicacion. La mayoria de sociedades publica
revistas profesionales, que varian de entre una publicacion anual a diez niumeros
anuales, aunque, en realidad, la mayoria las distribuye varias veces al afio. Algunas
de las revistas se pueden consultar en formato electronico (visitando la pagina Web).

Por otra parte, casi todas las sociedades confirman que una de las actividades
MASs comunes consiste en organizar cursos y seminarios, conferencias y congresos
de relevancia para sus miembros y acordes con sus intereses. Este tipo de
actividades proporciona la oportunidad de organizar encuentros, lo que desempeifia
un papel fundamental para el contacto profesional. Organizan conferencias y cursos
formales, pero también reuniones con intenciones mucho menos formales, como
“compartir” estrategias de ensefianza o conclusiones de la investigacion.

Las sociedades han informado de grandes diferencias en su nivel de influencia
en la politica relacionada con las matematicas escolares. Algunas sociedades

'3 Es posible que algunos de los encuestados no tuvieran claro que esta pregunta solicitaba este tipo
de informacion.
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grandes, como la Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de
Matematicas, revelan tener poca influencia en la politica educativa, mientras que la
sociedad brasilefia afirma que:

“Desde el comienzo, SBEM ha jugado un papel importante en la politica
educativa publica relacionada con la educacion matematica.”

Por otra parte, las pequefas sociedades de un tamafo similar (la Asociacion
Matematica Venezolana y la Asociacion Venezolana de Educacion Matematica)
discrepan en la valoracion que realizan sobre su propio impacto: una declara no
tener ningun tipo de éxito en este tema, mientras la otra participa en la Comision
Ministerial para las Matematicas. No obstante, la asociacion colombiana, con menos
de 100 miembros, participa en el establecimiento de la politica relacionada con la
educaciéon matemética. Una vez mas, la asociacion chilena (con 160 miembros)
declara que algunos de sus miembros tienen influencia a este nivel mientras que la
sociedad uruguaya, bastante grande en comparacion con la poblacion del pais, no
tiene tal influencia. Ni la sociedad cubana (bastante grande) ni la peruana (bastante
pequefia) respondieron a esta cuestion en la encuesta. La sociedad boliviana
confiesa no tener ninguna influencia, sin embargo, sus cursos de formacion del
profesorado son reconocidos oficialmente.

La mayoria de las sociedades explicaron los medios que utilizan para influir en
la politica educativa. Entre aquellas que declararon el menor grado de influencia se
encontraban las organizaciones dedicadas a la investigacibn en educacion
matematica y los grupos regionales de profesores de mateméticas. Mientras algunas
sociedades tienden a dar respuestas sOlo cuando se les pregunta, para otras, la
influencia en la politica representa una prioridad: “nos hemos mantenido cada vez
mas activos en la promocion de la educacion matematica”; “NCTM se ha centrado
en la reivindicacion (de la educacién matematica) como una de las cinco iniciativas
estratégicas”. Un encuestado podria haber captado con la siguiente frase la esencia
de la experiencia de las sociedades profesionales a la hora de valorar esta
influencia:

“Aungue no diria que hayamos disfrutado de un éxito total y rotundo, se
podria decir que las cosas estarian mucho peor si no fuera por nuestras
gestiones y nuestra influencia.”

Consideramos que una de las funciones mas importantes de las sociedades de
matematicas, ademas de ser un mecanismo para la puesta en comun de las
situaciones de aprendizaje y experiencias didacticas y ayudar al desarrollo
profesional de los profesores en todos los aspectos (capacitacion, actualizacion,
tratamiento de los problemas laborales mas comunes), es la de actuar como
interlocutor con las autoridades pertinentes relacionadas con la politica para la
educacién matematica. La encuesta muestra como muchas sociedades no logran
esta segunda meta, sea cual sea su tamafo o el nivel econdmico de su pais. La
reflexion sobre los diferentes métodos para ayudar a las sociedades a conseguir
este objetivo podria convertirse en un tema de debate para ICMI y para los
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siguientes ICME’s. Podria ser a través de entidades tales como ICMI, CIAEM y otras
de rango internacional como se podria lograr una mejora en el impacto de las
sociedades matematicas. De hecho, la mayoria de las sociedades declara que
mantienen contacto de una manera formal con otras sociedades y algunas
pertenecen a federaciones tales como FISEM o UMALCA', sin embargo, estos
contactos no parecen tener ningun impacto real en su influencia regional o nacional.

Por dltimo, muchas sociedades notificaron la organizacion de actividades
destinadas a los estudiantes, la mayoria relacionadas con la preparacion para la
Olimpiada Matematica. En la encuesta no se formulé ninguna pregunta sobre el
namero de estudiantes que son miembros de las sociedades.

Ponencias y debates durante el Congreso

El Grupo de Debate 28 solicitdé propuestas de presentacion en la pagina Web
del ICME11, para realizar algunas cortas ponencias en las sesiones de grupo
durante el ICME11.

Detras (de izquierda a derecha): Corinne Hahn (Francia), Will Morony (Australia), Lindiwe Tshabalala
(Sudéfrica), Benoit Montessinos (Francia). Delante: Gilles Aldon (Francia).

1 http://umalca.usach.cl/
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Se aceptaron cinco presentaciones, que se agruparon en los tres topicos
seleccionados para el funcionamiento del Grupo de Debate 28. En la primera sesion,
Gilles Aldon (Francia) y Lindiwe Tshabalala (Sudafrica)'® tenian que hablar de las
sociedades de ambito local; la segunda sesion se centré en las sociedades de
ambito regional, con presentaciones breves de Eduardo Mancera (Mexico) y Louise
Poirier (Canada); la sesion final se concentro en las sociedades a escala mundial y
se programé que durante esta sesién expusiera Jim Rubillo (EEUU)™®.

Después del Congreso, el Grupo de Debate 28 esta preparando un documento
con recomendaciones para el Comité Ejecutivo ICMI, aunque de momento sélo hay
un borrador. A continuacién se han resumido algunas de estas conclusiones.

Conclusiones fundamentales del Grupo de Debate 28: la naturaleza de las
sociedades

e Es importante que las sociedades sean independientes respecto del
gobierno y otras instituciones oficiales, ya que permite a la asociacién ser
la auténtica voz de la profesion.

e Aunque se basan en gran parte en el esfuerzo voluntario, las sociedades
necesitan dinero para funcionar, y éste proviene de una gran variedad de
fuentes segun los diversos paises. Entre estas fuentes se encuentran las
cuotas de socios y las ventas de material propio; algunas organizaciones
externas a las sociedades (empresas y gobiernos) pueden ayudarlas a
través del patrocinio y al contratar proyectos (para promover la
investigacion y el curriculum o el desarrollo profesional). Este ultimo tipo
de fuentes de recursos puede derivar potencialmente en problemas, al
comprometer la independencia de la asociacion.

e Los Institutos Nacionales, como el National Centre for Excellence in
Teaching Mathematics (NCETM, Reino Unido), que estan subvencionados
por el gobierno, pueden tener un impacto negativo en las sociedades
profesionales; se podria perder la independencia de la voz profesional.
Hace falta un equilibrio entre las partes. Estos centros nacionales deberian
apoyar y alentar a las sociedades.

e Las sociedades son muy importantes a la hora de superar el “aislamiento”
de los profesores. El trabajo diario en las escuelas se centra en temas
cotidianos mientras que las sociedades tienen la capacidad de combatir el
aislamiento profesional de los profesores al proporcionarles informacion y
ayudarles a sentirse y estar conectados profesionalmente con otros
profesores. El aislamiento es un problema, especialmente en paises de

'* La llegada de Lindi a Méxcico se retraso; el Profesor Momokgethi Setati pudo explicar de forma
breve la situacién y los procesos de Sudafrica y, cuando Lindi consiguio llegar a las ultimas sesiones,
pudo dar mas detalles sobre esta informacion.

'® Debido a una serie de imprevistos durante el viaje, Jim tuvo que retirarse del ICME11 a dltima hora.
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gran extension geografica, como Canada y Australia, aunque no se trata
s6lo de una cuestion geografica: trabajar en una escuela sin comparieros
de ideas afines o con la misma orientacion profesional también puede
resultar sumamente desolador para un profesor de matematicas.

Las sociedades necesitan estrategias para que sus miembros continien
interesados, implicados y activos “para siempre”. Existen dos problemas.
El primero es el “sindrome de burn-out” o “sindrome del quemado” que
provoca que personas muy activas anteriormente se involucren menos en
el trabajo de las sociedades como resultado de su dedicacion a otros
intereses personales o profesionales. El segundo es una “orientacion
consumista” de los miembros que, en este caso, juzgan a la sociedad por
lo que les aporta, en vez de preguntarse como podrian contribuir en el
trabajo que se esta llevando a cabo.

Conclusiones fundamentales del Grupo de Debate 28: las funciones (actuales y
potenciales) de las sociedades de profesores

Las asociaciones pueden ser estructuras (organismos formales) que
construyen puentes entre los diferentes grupos de personas que trabajan
en la educacién matematica. Dicha union puede mejorar la comunicacién
entre “investigadores”, “mateméaticos” y “profesores” (las respuestas a la
Encuesta permiten observar que esta distancia existe en muchos paises y
de muchas formas distintas). Se trata de una funcion muy importante y una
manera en que las sociedades pueden contribuir a la mejora de la
situacion en el ambito de la educacion matematica, tanto en las relaciones
dentro del pais como en las relaciones internacionales.

Los fondos asignados a la investigacion a menudo se destinan a un
trabajo “cientifico” que puede no ser util para responder a las cuestiones y
dilemas que plantean los profesores. Por consiguiente, una de las
funciones de las sociedades de profesores de matematicas podria ser
plantear, solicitar y presionar para conseguir programas de financiacion
para la investigacion y medidas que permitan una investigacion de calidad
en temas relevantes para los profesores. Esta inclinacion actual por lo
“cientifico” que se estad produciendo en muchos paises también queda
reflejada en las normas que rigen la forma de trabajar de los profesores de
universidad. Se favorece mas la publicacibn de conclusiones en
investigacion que el trabajo de los profesores dentro de su area que, a su
vez, se cataloga como un “servicio” y se considera muy por debajo de la
investigacion.

Las asociaciones de profesores de matematicas pueden:

a) Jugar un papel en la promociéon de practicas de investigacion
cooperativas

b) Identificar problemas, asi como la posibilidad de ampliar proyectos
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e Las sociedades de profesores necesitan planificar un programa de
actividades dentro del calendario anual de eventos (normalmente, un
congreso anual). Los profesores necesitan un apoyo continuo (tanto a
nivel individual como en grupos, segun el nivel escolar) para implementar
sus descubrimientos y animarse a plantear nuevos enfoques. Internet
puede y deberia utilizarse para proporcionar dicho soporte. Este tipo de
apoyo continuo y el compromiso por parte de las sociedades estimula a los
profesores a ser ellos mismos quienes entren en escena para investigar su
propia practica y trabajar con investigadores para explorar y resolver
cuestiones.

e Se puede utilizar las revistas y paginas Web de las sociedades para
informar y promover debates profesionales, tanto en el ambito escolar
como en niveles superiores. La comunicacion, junto con los debates
profesionales, puede ayudar a los profesores a identificar y plantear
problemas relacionados con la investigacion; es entonces cuando estan
capacitados para trabajar con investigadores para tratar estos problemas.

Conclusiones fundamentales del Grupo de Debate 28: colaboracién
internacional entre las sociedades de profesores

Es un hecho reconocido que existen algunas relaciones internacionales e
intercambios entre las sociedades de profesores de matematicas. Por ejemplo, las
sociedades latinoamericanas cuentan con un historial de cooperacion que refleja una
estructura regional establecida a través de los grupos de matematicas y el idioma
comun. Los ICMEs previos han favorecido los encuentros entre los representantes
de las distintas sociedades de profesores y también se producen contactos ad hoc
en una gran cantidad de foros. Ademas, se han desarrollado algunos acuerdos
bilaterales. Sin embargo, la colaboracion entre las sociedades de profesores ni se ha
promocionado ni coordinado a escala internacional.

Muchos factores sugieren que un nivel de conexion y colaboracién mayor entre
las sociedades profesionales de matematicas beneficiara tanto al trabajo de dichas
sociedades como a la salud de la educacion matemética de un modo global:

1. Las conclusiones de la Encuesta del Grupo de Debate 28 y las discusiones
posteriores revelan que sociedades procedentes de diversos paises
comparten muchos retos similares.

Las asociaciones de los distintos paises tienen estrategias diferentes para
lograr esos retos comunes. La accion de compartir estas estrategias proporcionara
ideas, enfoques y ejemplos que se podrian adoptar o adaptar en otros paises.

2. El crecimiento de la globalizacion dentro del campo de la educacion

matematica. Prueba de este hecho seria el aumento del nimero de proyectos
internacionales, entre ellos, algunos muy famosos, como PISA, TIMSS vy el
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estudio Mathematics Teachers’ Knowledge, y muchos otros, como los
organizados por la Union Europea y otras instituciones.

Una buena practica (en especial, a la luz del punto 3) requiere la presencia de
la voz de los investigadores en educacion matemética en todas las fases y en todos
los niveles de este tipo de proyectos. La aceptacion y el interés por las conclusiones
requieren que todas esas “voces” representen a y estén conectadas con los sectores
profesionales relevantes (por ejemplo, a través de asociaciones). Este objetivo
necesita una estructura y conexiones a nivel internacional entre las asociaciones
profesionales.

3. La prueba, gracias al Plenario 2 y al Survey Team 3 del ICME11, de que
existe un alejamiento sustancial entre los investigadores/las conclusiones de
la investigacion y los comités/los profesionales/la “realidad” de las clases.

Para acortar la distancia entre las bases del conocimiento se necesita una
comunicacién abierta y efectiva entre estos grupos (investigadores, administracion y
profesores). No obstante, la comunicacién debe producirse de forma bidireccional.
Los proyectos (tal y como se menciona en el punto 2) van y vienen; sin embargo, las
sociedades estan presentes a largo plazo y, por lo tanto, sirven de vehiculo, en este
caso esencial, para promover y mantener la comunicacion necesaria. Se considera
esta “desconexiéon” como un fendbmeno internacional, ya que ningun pais puede
tener “todas las respuestas”. Por consiguiente, las estructuras y vinculos a nivel
internacional entre las asociaciones profesionales seran beneficiosas.

4. Una de las consecuencias de la globalizacion es el aumento de la conciencia
de los contrastes entre los recursos de que disponen los diferentes paises en
materia de educaciéon. Muchos miembros de las sociedades profesionales de
los paises desarrollados estan dispuestos a cooperar con el trabajo
profesional de los comparfieros procedentes de paises en vias de desarrollo.

El compafierismo entre los profesionales de la educacion tiene como resultado
este deseo de ayudar a los demas. Los planes actuales producen respuestas ad hoc
en el mejor de los casos, y otras, poco practicas, en el peor. Una vez mas, las
estructuras y conexiones a nivel internacional entre las asociaciones profesionales
proporcionaran un mecanismo viable.

Uno de los colaboradores del Grupo de Debate 28 realizd la siguiente
sugerencia:

Ha llegado el momento de mirar adelante para crear nuevas
oportunidades para aprender de los profesores de mateméaticas de todo
el mundo. Las sociedades profesionales pueden liderar esta iniciativa.
Internet es un vehiculo excelente para que cada asociacion pueda
proporcionar recursos e informacion a los educadores matematicos, a
los matematicos y a los profesores de mateméaticas. Cada sociedad
podria ofrecer un portal (una pagina Web internacional) con acceso a
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documentos, herramientas para el aprendizaje interactivo de las
matematicas, resefias de las noticias nacionales, informacion y una
seleccién de los articulos publicados. EI NCTM ya tiene materiales en
su Web en francés y espafiol, ademas de los contenidos en inglés.
Muchos estadounidenses estarian muy interesados en disponer de un
acceso practico a materiales similares de otros paises. Lo Unico que se
necesita es una simple direccién de Internet que sirva de enlace para
acceder a las “paginas internacionales” de otras sociedades. Aungue en
estos momentos los ciudadanos de todo el mundo pueden acceder a
nuestra pagina Web (www.nctm.org), la mayoria de la informacion que
incluye proviene de forma exclusiva de los Estados Unidos. Nuestra
organizacion podria atender mejor a la comunidad mundial si se creara
un recurso Web mas centrado en los intereses internacionales y que
proporcione una via para las preguntas o aportaciones que se quieran
realizar. Si cada una de las sociedades crea una pagina como la
mencionada y la da a conocer a sus miembros, entonces el dialogo
internacional se aceleraria y el flujo de ideas mejoraria. Ademas, los
profesores de los paises en vias de desarrollo también tendrian acceso
a este portal.

Con un poco de coordinacion, este concepto podria crecer rapidamente y
significaria una contribucion considerable al trabajo de los profesores de
matematicas, los educadores y otros en una gran variedad de paises. Las
sociedades nacionales podrian identificar una persona de contacto que hablara
inglés para que se encargara de promocionar los enlaces personales de forma
apropiada.

Apéndice: referencia para los lectores iberoamericanos

Ademas del portal de FISEM (www.fisem.orq), la Real Sociedad Matemética
Espafiola mantiene la pagina Web “Red de Organizaciones Latinoamericanas de
Matematicas” en http://www.colmatelat.ehu.es/. Este portal incluye, en especial, un
enlace al “Libro Blanco” del Encuentro de Sociedades Latinoamericanas de
Matematicas (ESLM): “Andlisis y Perspectivas de la Colaboracion Latinoamericana”,
gue se puede descargar de forma gratuita en:

http://www.colmatelat.ehu.es/LibroBlanco.html.

La referencia formal del libro en formato papel es: Andlisis y Perspectivas de la
Colaboracion Latinoamericana en Matematicas. Luis A. Cordero et al. Editores. Real
Sociedad Matematica Espafiola, Madrid, 2004. ISBN: 84-933610-2-X

Este libro es uno de los frutos de una gran reunion de sociedades matematicas
latinoamericanas que tuvo lugar en septiembre de 2003 en Santiago de Compostela,
Espafa. Las paginas Xll y XllI del Libro Blanco contienen una lista de las sociedades
gue participaron en la reunion (unas 25 sociedades) ademas de informacién sobre
sus URL’s. Ademas, el libro incluye una descripcion de los objetivos, la situacion y
otros datos de cada una de las sociedades que participaron en dicho encuentro.
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ICME 11
Resefas de las sesiones Iberoamericanas
(Ibero American Forum)

Por Eduardo Mancera Martinez, Universidad Veracruzana, México

El Comité del Programa del ICME 11 acord6 dedicar un espacio a sesiones en
espafol, para propiciar la asistencia de paises de habla hispana y portuguesa; se
conformé un Comité para este propdsito y se organizaron varias mesas redondas en
donde se presentaron diversos enfoques a problematicas que afectan el area
iberoamericana.

Mesa: “Asociaciones de educacidon matematica en Iberoamérica”

El fin de esta mesa fue analizar el papel que realizan algunas organizaciones
de profesionales de la educaciobn matematica en diferentes contextos
iberoamericanos y analizar los procesos de comunicacién y colaboracién internos y
con otras agrupaciones de profesores de matematicas y educadores matematicos.

Los participantes presentaron y analizaron, entre otros puntos, el papel de las
organizaciones de profesores de matematicas y de educadores matematicos en la
difusién de enfoques, metodologias, materiales educativos, revistas, textos, libros y
otros elementos para la ensefianza de la matemética, ademas de las caracteristicas
de las organizaciones, sus procedimientos internos, las problematicas de
financiamiento.

También se reflexioné sobre el papel de las organizaciones y las relaciones
entre ellas, como las establecidas por la FISEM (Federacion Iberoamericana de
Sociedades de Educacion Matematica), para realizar trabajos conjuntos o abrir
caminos institucionales de comunicacion.

La mesa fue organizada por miembros de la Asociacion Nacional de profesores
de Matematicas y moderada por Guillermina Carmona (México) y Gustavo Martinez
(México), participaron en ella: Blanca Maria Peralta Guacheta (Colombia), Claudia
Lissete Oliveira Groenwald (Brasil), Martha Villavicencio (Peru), Edison de Faria
(Costa Rica), Gustavo Eduardo Bermudez (Uruguay), Mayra Castillo (Guatemala),
Sarah Gonzalez (Republica Dominicana) y Martha Iglesias (Venezuela).
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Mesa: “Investigacion en matematica educativa”

En este espacio se presentaron los avances y reconocimiento de la
investigacion en Educacion Matematica en diversos paises, las probleméaticas que
se presentan y algunos elementos para enfocar conceptualmente algunos aspectos.
Se reconocid en este espacio que en la actualidad hay diversas formas de
interpretar y analizar la actividad de quienes se dedican a la investigacion en
Educacion Matematica; esto ha configurado diversos grupos de trabajo vy
perspectivas para hacer y difundir la investigacion en este campo, pero se coincidié
en que la mayor parte de los trabajos de investigacién se circunscriben a tesis de
posgrado y quienes las realizan, por lo general, ya no contintan en la actividad de
investigacion.

También se reconocio la inclusion de nuevos temas y discusiones emergentes
para formalizar o estructurar la disciplina. Los participantes expusieron algunas
corrientes relevantes en el desarrollo de la investigacion en la educacion matematica
en Iberoamérica, los avances que han logrado y problemas por estudiar, ademas se
identificaron grupos de trabajo en la region, los enfoques que promueven, la
estructura que tienen las organizaciones de investigadores en educacion matematica
en sus paises, ya sea en las universidades o como organizaciones de profesionales,
el papel que juegan los investigadores y sus organizaciones en las decisiones
educativas en los paises de donde provienen, los investigadores o metodologias que
mas han influido en el desarrollo de la investigacién en su entrono, el papel de
diversos medios o los apoyos financieros, entre otros temas.

La mesa fue organizada y moderada por Eduardo Mancera (México) y
participaron en ella: Gelsa Knijnik (Brasil), Etda Rodriguez (Uruguay), Inés Ma.
GOmez Chacén (Espafa), Grecia Galves (Chile), Nelly Amatista Le6n Gdémez
(Venezuela) y Paola Valero (Dinamarca — Colombia).

Mesa: “Formacion de maestros”

En ella se expusieron diversos enfoques y planteamientos sobre la formacion y
formadores de maestros de Iberoamérica.

Las presentaciones se dedicaron a aportar perspectivas diferentes de lo que
esta ocurriendo con la Educacion Matematica en la formacion inicial y permanente
de maestros en algunos paises de Iberoameérica, también se plantearon diversos
problemas comunes y algunas formas de superarlas.

La mesa fue organizada y moderada por Teresa Navarro (México) y
participaron en ella Yolanda Campos (México), Froylan Caballero (México), Dario
Fiorentini (Brasil), Angel Ruiz (Costa Rica), Pedro Gémez (Colombia), Angel
Gutiérrez (Espafia), Jodo Pedro Mendes da Ponte (Portugal), Teresa Navarro de
Mendicuti (México) y Claude Gaulin (Canadd).
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Mesa: “Desarrollo de la matematica a nivel superior e investigacion”

Se planted la problemética relacionada con la educacion matematica, el papel
gue juega la disciplina, no solamente por ser el objeto de ensefianza, sino porque el
desarrollo de esta rama del conocimiento influye de manera importante desde el
desarrollo curricular hasta el trabajo en las aulas, ya sea de formacion de maestros o
en las que se trabaja directamente con los nifios o jovenes. Esta influencia se ha
referido en ocasiones solamente al contenido disciplinario, pero en la actualidad se
presta mucha atencién a competencias o habilidades matematicas, entre ellas la
resolucién de problemas, el uso de tecnologias para favorecer el desarrollo de
dichas competencias o habilidades o para profundizar en el conocimiento
matematico, entre muchos temas.

Los participantes en este panel presentaran los aspectos que consideran mas
relevantes en la influencia de la matematica en la educacién (contenidos,
competencias, habilidades etc.), los avances en la matematica y su influjo potencial
en la educacién matematica, el papel de los matematicos en el campo de la
educacion matematica, las semejanzas o contrastes entre la actividad docente en
matematicas y la investigacion en matematicas, entre otros temas.

Organiz6 esta mesa Eduardo Mancera (México) y la moderé Efrén Marmolejo
(México), participaron en ella: Fidel De Oteiza Morra (Chile), Carlos Eduardo Vasco
Uribe (Colombia)

Mesa: “Formacion matematica para el ciudadano”

En este espacio se consideraron diversos estudios de la educacion matematica
gue dan cuenta sobre la inexistencia de matematicas escolares universales y hacen
evidente la necesidad de orientar el curriculo matematico con base en el contexto de
cada pais. También se abordaron problematicas relacionadas con el contenido
matematico que se presenta como uniforme y acabado, pero que en las aulas se
transforma de acuerdo con diversos aspectos sociales y culturales.

Organiz6 esta mesa Rosa Maria Farfan (México) y moderé Gisela Montiel

(México), participaron en ella: Cecilia Crespo (Argentina), Ricardo Cantoral (México),
Celia Rizo (Cuba), Terezinha Nufiez (Brasil — UK), y Juan Diaz Godino (Espafia).
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VI Congreso Iberoamericano de Educacion Matematica
Puerto Montt Universidad de Los Lagos de Chile

Fecha: 4 al 9 de Enero de 2009.

http://cibem6.ulagos.cl/

e P - e 62 Conference of European Research in
Mathematical Education (CERME 6)
european society for Lyon. Francia
research in Fecha: 28 de Enero al 1 de Febrero de 2009.
[ mathamatics http://cerme6.univ-lyon1.fr/
education

%W ' 10" Simposio de tducacion Matematica

10° Simposio de Educacion Matematica
Chivilcoy, Argentina

Universidad Nacional de Lujan

Fecha: 4 al 7 de Mayo de 2009
www.edumat.org.ar

23 Reunion Latinoamericana de Matemética Educativa (RELME 23)
Santo Domingo (Republica Dominicana)
Fecha: 13 al 17 julio de 2009




Convocatorias y eventos

102 International Conference Models in Developing Mathematics
Education

Dresden, Alemania

“The Mathematics Education into the 21st Century Project” y University of
Applied Sciences, Dresden

Fecha: 11 al 17 de Septiembre de 2009

International Group for the
@ Psychology of Mathematics Education

The in maics Educabion (PMEL i & groun o
FEERE!

PME33

Fecha: 19 al 24 de Julio de 2009
Thessaloniki - Greece
http://igpme.org/default.asp

ANO 2010

8° International Conference on Teaching Statistics (ICOTS 8)

Ljubljan, Eslovenia
Universidad Nacional de Lujan

1ICOTS 8| Fecha: 11 al 16 de Julio, 2010
http://icots8.org/
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Normas para publicacién en Unién

1. Los trabajos para publicar se deben enviar a union.fisem@sinewton.org. Deben ser originales y no
estar en proceso de publicacion en ninguna otra revista. Seran remitidos a varios evaluadores y el
Comité editorial de la Revista decidira finalmente sobre su publicacion.

2. Los articulos remitidos para publicaciéon deben ser escritos en Word, preferentemente usando la
plantilla establecida al efecto (descargar plantilla) y, en todo caso, cumpliendo las siguientes
normas: letra tipo arial, tamafio 12 puntos, interlineado simple, margenes de 2,5 cm. como
minimo en los 4 bordes del papel, tamafio DIN A-4. La extensién no debe ser superior a las 15
paginas, incluyendo figuras, que deben estar situadas en el lugar del texto donde deben ser
publicadas. La simbologia matematica necesaria se escribird con el editor de ecuaciones de Word,
se insertara como una imagen o se realizaran utilizando los simbolos disponibles en el juego de
caracteres “Arial”. Es importante no cambiar el juego de caracteres, especialmente evitar el uso
del tipo “Symbol” u otros similares.

3. Las ilustraciones y fotografias deben estar situadas en el lugar del texto donde deben ser
publicadas. Si es posible, los “pie de foto” se escribiran dentro de un “cuadro de texto” de Word
(con o sin bordes) que estara “agrupado” con la imagen de referencia. Se deben numerar usando:
Fig. 1, Fig. 2,... Tabla 1, Tabla 2,...

4. El articulo debera comenzar con un resumen o abstract, que tendra una longitud maxima de 6
lineas. Preferiblemente se redactara también en inglés, ademas de la lengua original utilizada
(espafiol o portugués).

5. Teniendo en cuenta el caracter internacional de la revista, se hace indispensable que cuando los
autores se refieran a un determinado sistema educativo nacional lo hagan constar expresamente y
que siempre que se trate de un nivel educativo se indique la edad normal de los alumnos, lo que
permitira la comparacion con el sistema educativo nacional del lector.

6. Los datos de identificacion de los autores deben figurar en la Gltima pagina del mismo documento
word que contiene el articulo. Con el fin de garantizar el anonimato en el proceso de evaluacion,
solamente estaran los datos identificativos en esta Ultima pagina. En ella se hara constar los
siguientes datos:

e De contacto: nombre, direccion electronica, direccion postal, teléfono.

e Para la publicacion: centro de trabajo, lugar de residencia y/o del centro de trabajo, asi
como una breve resefia biogréafica de unas cinco lineas (lugar y fecha de nacimiento, titulos,
centro de trabajo, publicaciones...).

7. Las referencias bibliograficas se incluiran al final del trabajo (y antes de la hoja de datos
identificativos) y deben seguir los formatos que se indican a continuacion.

Para un libro:
Bourbaki, N. (1972). Elementos de historia de las matematicas. Alianza, Madrid.
Bermejo, A. (1998). La ensefianza de la geometria en la educacion primaria. Editorial Pico Alto,
Buenos Aires.

Para un articulo:
Ibafiez, M. y Ortega, T. (1997). “La demostracion en matematicas. Clasificacion y ejemplos en
el marco de la educacién secundaria”. Educacion Matematica 9, 65-104.
Diaz, C. y Fernandez, E. (2002). “Actividades con ordenador para la ensefianza de la suma”.
Revista de didactica de las matematicas 19, 77-87.

Para un capitulo de libro:
Albert, D. y Thomas, M. (1991). “Research on mathematical proof”. En: Tall, D. (ed.), Advanced
Mathematical Thinking, 215-230. Kluwer, Dordrecht.
Hernandez, G., Juarez, |. y Lorenzo, K. (1998). “Recopilacion de datos estadisticos y su
tratamiento en la ensefianza secundaria”. En: Nuez, M. y Pérez, O. (eds.), Segundo
Congreso Americano de Educacién Matemética, 223-234. Editorial JJ, Caracas.

NOTA: Las normas que se indican en los puntos 2, 3 y 7 pretenden dar uniformidad a los trabajos que se reciban
en la redaccién y simplificar asi el trabajo de composicion y maquetacion de la revista. Si alguien tiene dudas
sobre su aplicacion, puede dirigir sus preguntas (lo mas concretas posible) a union.fisem@sinewton.org
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